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Nha xudt ban khoa hoc va ky thudt c6 ¥y dinh cho
ra mdt d6c gid mot bp sdch vé lich sir todn hoc, theo
tivng b6 mén: hinh hoc, dai s6, sé hoc, gidi tich
todin hoc,...

Do la mée y dinh rdt phir hop véi thuce té, vi hién
nay n.’zfi-ng‘/t&i lieu vé lich s& todn hec bdng tiéng
Viét hdu nhu chwa cé (néi dung hon moi chl cé6 mo:
cuon dicl « Lich st todn hoc » ctia Nhéa xudt bdn Gido
duc, dich tir nguyén bdn tiéng Nga ctia tdc gid
Ruwpnhicép). Sw it 6i dé la mét thiéir sét, ma ta nén
nhanh chéng khdc phuc, b&i vi né sé dnh hwd'ng khéng
it dén vigc hoc tdp, tim hiéu va nghién ciru todn hoc
ctia cdc tdng lop thanh mnién.

Tdc gid nhdn viét cuén « Lich si¢ hinh hec» voi
mpt ndi lo ldng bdan khodn xudt phdt tir su hiéu biét
con it &i eta minh cd vé mdt hinh hoc ldn vé mdrt
lich siv todn hoc.

Bé&i vdy, viét cudn sdch nhé nay, tac gid khéng co
tham vong lorn, ma chi tw dat cho minh mbt muc tiéu
khié® tén. D6 la, néu lén mét cdch khdi qudt, trén
nhirng phuwong hwdng chinh, lich sir phdt trién hinh
hoc, tir khi moi hinh thanh cho dén nhirng ndm ddu
tién cita thé ky ching ta.
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Do d6, téc gia khong thé dé cdp dén moi suw kién
ci'a hinh hoc rchdng han nlur lich siv phdt trién ot
mén hrong gidc dwroc néi téi rdac it trong cudn sdach
nay). Tdc gid co gang tdp trung vao nhing mén cha
veu nhwe : hinh -hoc gidi tich, hinh hoc vi phdn, il:inh
Foc xa anh, hinh hoc hypecbélic, hinh hoc Riman, mgot
ft vé hinh hoc hpoa hinh va tépé hoc. Trong nhitug
vdn dé duoc néi den, tdac gid ciing khéng thé néu lén
hét cdc nha hinh hoc va nhi¥ng tdc phdm ciaa ho. Tdc
gid chi cé thé néi chi tiét vé moet s6 nha hinh hoc lon
(nhuw Oclit, Acsimet, Apoloni, Odécx, Pécac, Pecma,
Niuton, O'le, Dedac, Lébasepxki, Riman, Gaux,v.v...)
ma cong trinh cia ho déng mot vai tié lérn trong toan
b6 su phdt trién ciia hinh hoc.

Tdc gid khéng cé trong tay minh nhiFng tdac pham
géc, va thwdrng phdi thong qua mét tdc gid thu hai,
c6 khi la the ba. Piéu do cé nhién lam cho nhdn
dinh ctta minh kémi phan khdch quan. Nhwng trong
didu kién hién nay ecta chang ta, diéu dé rét khé
khac phuc.

Mong rdng cudn sdch nhé nay théa mdn duwwc phan
ngo sw tim hiéu cta djc gid.

Tac gia



Chieong 1

SU HINH THANH NHONG KHAI NIEM
DAU TIEN VE HINH HQC. HINH HQC
THOI1 AICAP VA BABILON CO

1. Nhitng tai liéu lich str vé thoi ky ban d3u cia
toin hoc néi chung, vd cda hinbk hoc néi riéng, con
iru lai dén ngly nay cho ching ta thit 13 it &i va
rdi rac. B&i viyy qua 1a khé khin néu ching ta mudn
vé& nén mét birc tranh chi tiét va ‘chinh xic vé su
xuit hién va phit trién ctia mdn hinh hec, dic bidt
14 trong nhirng giai doan diu cda né.

Tuy vay tinh hinh khéng dén néi lam cho chiung ta
hoan toin bé tay. Dwa vao nhirng thanh twu nghién
ctru lich s todn hoc, ddc biét 1a trong nhitng nim
gin diy, ta ¢6 thé thu duwoc mdt birc phic hoa tuony
d6i tdng quit vé thoi ky so khai cia hinh hoc. Msr:
diu nhiéu chi tiét cla né coOn phai ban cidi1, ndit chung
ta vin cé thé nhin nhin duw¢c vin dé trén nhirng
nét 1&n.

Cing nhu khii niém vé s6, nhitng khii niém diu
tién vé hinh hoc xuit hién trong thdi ky so khai cta
loai nguwdi. Sy niy sinh nhirag khii niém &6 gin lién
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mit thiét v&i hoat ddéng thuce tidn phong phu ctia loas
ngwdi. Tir khi con ngudi khdong con d: hiai, lwom
nhitng thic in ¢é sin trdng thién nhién, ma ty mink
sAn xuit dé& tao ra nhitng difu kién sdng cin thiét che
minh, ngwdi ta bat dau phii tiép xdc nhidu d&u cio
dai lrong va cidc quan hé khdng gian cfia cic vat thé.
Nhirng khdéi niém nay ngay cang trd nén phong phua,
hoin thién vi ngiy cing dwoc con ngudi hidu bidt
mdt cich k§ cang do nhitng hoat ddng ngiay cing
nhiéu mit ctia ho dé d4u tranh cdi tao thién nhién.

Céng viéc cay ciy mic diu con thd so vin doi hdi
phdi do dac cac ddm dit, cin dong va phin chia lwong
thyce, hang héa... Coéng viéc xiy cit nhi clra 661 héi
phii tim ra nhitng quy tic dé vach cac dudng thang
dwng nhiFng chiéc cdt hay birc twoge thing dang...
Pé cé thé tinh todn thdi vy, cidn quan sat sy di chuyén
clia mit tring, mat trdd, céc—vi_ sao, va do 46 dwa dén
viéc do dac cac géc, v.v... Tit cd nhitng dieu d6 déu
khoéng thé thuc hién duwoc néu khdng biét dén nhirng
kién thée co 'ban vé hinh hoc. i

Loai nguwdi thedi dd dd méi &3 ¢ nhitng hiéu biét
kha_phong pht vé cic hinh dang hinh hoc. Cic hinh
trang tri trén d8 g6m, va vé sau trén d8 ddng, do khai
quit duwoc, da cgfrng 1td diéu d6. Nhitng trang tri 46
thudng ¢6m nhirng hinh hinh hoc bang nhau, 51 xrug,
holic ddng dang, dwoc sip xép médt cidch hii hoa,
dep mit. Nhw viy 12 lodi ngudi thdi biy gid di nim
duoc dén mdét mdéec dd nao ds6 cécfhinh_ dang hinh
hoc vA cdc quy tic dé dung chding |
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2. Phwong d6ng (trong d6 chéiyéu 1a Ai cip va Babilon)
dwoc xem 14 cdi nd61 ctia hinh hoc. Nhirng tai 1iéa phar
hién dugoc trong nhitng nadm gin diy 43 cho phép chung
ta xdc dinh dwoc trinh d6 vé hinh hoc ctia nguwdi Al
cip va Babilon cich diy 3, 4 ngdn nim trudc cdng
nguyén. Pé 1a théi kY phat trién nhit cta hai nén vin
héa Phuong Pdng : nén vdn hda Ai c¢dp (ving luu vuc
sédng Nin) va nén vdn héa Babilon (ving liru vwc sdng
Tigro va song Ephorat). Dong thdi v&oi hai nén vin héa
(6 cdn cbé nén vdn héa An dé (vang luu vyc sbéng An
va séng Haing), nén vdn héa Trung hoa (viing sdng Hoing
va séng Dwong ti&r), vi mubén hon mbt it, cé cac nén
vdn héa Trung A, Péng Dwong va Indénéxia. Ta khong
biét gi nhiéu 1dm vé hinh hoc thudc ciac nén vin hoéa
nay vi chwa tim thiy nhirng tai liéu cé cin cir. Nhuwng,
dwa vio trinh @8 chung, c¢é thé chic chin rang tcean
hoc & vung nay so voi A1 Cip va Babilon thi khong
phéat trién bing.

Nhiing hiéu biét ctia ching ta vé teian hoc Al cip chi
yéu dwa vio hai ban chép tay. Nhitng ban niy viét trén
mét thir vd ciy giéng nhw giiy, va duoc cit diu trong
nhitng hé‘irﬂn“ mé c8. Bin thwr nhit goi 13 bin Raid (Rhind)
(liy tén nguwdi d3 tim ra ndé ndm 1858), cé kich thudc
5,25 m X 33 c¢m bao gdédm 84 bai todu. Hién nay mot
phin bin d6 duvoc luwu tri¥ tai vién bio tang « Anh quéc .,
& Luin d6n, vi mét phin & Niu Iooc. Ban thd hai
goi 12 bdn Maxcova do Golénisdp tim thiy vao cudi
thé k¥ trudc, cé kich thudc s,44 m X 8 cm, gébm 25
biai todn va hién dwoc luvu triy tai vién bdc tang nghé /
.thuit Puskin (Maxcova). C3 hai ban déy dwoc phién
dich ra ngdn ngi¥ ngay nay. N81 dung cic bai toin trong
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hai ban dé phian 1&n ban vé 56 hoc. Tuy viy nhiing
vin dé hinh hoc trong d6 ciing gitip ching ta hinh dung
mdt phan nao cac kién thirc ctia nguwdi Ai cldp hdi biy gid.

Nguwdi Ai cip c¢d di biét cic phuong phap tinh dién’
tich va thé tich. Dién tich hinh ch& nhit, hinh tam
gidc, hinh thang, dwoc tinh theo cbéng thirc ding nhr
ngdy nay. Dién tich hinh chitr nhit v&i ciac canh tuan
tw 12 a, b, ¢, d duoc tinh theo cdng thirc

1 1 , ~ . \ N
A== 5 (a 4 ¢) X o (d ~+ b) (cong thirc nay trong trueong

1
hop téng quat thi gip phii sai s8 khi 1&n ! Cdé 1€ né
dwoc 4p dung cho cic hinh t( gidc gan giéng voi
hinh chitr nhit). '

P2z tinh dién tich hinh tron cé dudng kinh J, nguwdi

ta xem né bing dién tich hinh vudng cé canh 2— d:
/8 2 _—
S = (—9 d) nhu v3y ia dng vé&i s6 = 1a

8 \ 2 o .
4 < (9) ~= 3,1605 ; sai s6 nhd hon 2%,.

ThZ tich cic hinh hép, hinh lip phwong, hinh ling
tru, hinh tru déu dwec tinh bing cich liy dién tich
diy nhin véi chiéu cao.

Mdt thanh tyru sing chéi nhit va cling d4dng 12m cho
ching ta ngac nhién nhit cta ngudi Ai cip 1) coéng
thirc tinh thé tich hinh chép cut ¢é ddy 12 hinh vudng:

' V= (a® + ab 4 b2 X ',

: 3
trong 46, a, b lan lwot 1a canh cta ddy trén va ddy duwéi,

A 12 chiu cao ctia hinh chép cut.
Céng thirc nay di lam cho mét s6 ngudi dy dodn
ring mguwdi Ai cip 43 biét dén dinh Iy Pythago. Diéu
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dé con dadng ngd. Cling ¢cd mdt sé truven thuyét khdng
¢é cin cir 1im cho rang ngudi Ai cip di biét dung
goc vudng nhd mot s¢i diy kin godm 3 + 4 + 5 = 12 doan
bing nhau (ip dung cdng thirc Pythago : 32 + 42 = 35%).

3. Tinh hinh toin hoc cfia Babilon cé du'gc, sdng 14
nhd nhirng tai liéu tim thiy trong cic cdng trinh khao
cd & ving nay. Nhitng tii lidu niy thuwdng 13 nhitng
vin ban trén nhitng bin bing dit sét nung (giéng nhr
d6 sanh ctia ta) chi* dwoc khic bing miii dao nhon.
Ngiurdi ta tim thiy khodng s0 van bin nhw thé, trong
$s6 @6 ¢ 150 bin v&i cdc bai tein cd 1&i va 200 bing
<6. Nhitng ¢6 ging dé& tim cich doc v2 phin tich céac
ta1 lHéu dé 43 mé& ra trwdc mit chiang ta mdt thE gidi
todn hoc cfia nguwdi1 Babilon vao khoing 40co nidm trudc
cdng nguyén. Trong cdng viéc nay Niyghébaue 12 ngudri
cé nhitng dong goép lén. Ciac cdng trinh cha dng vao
nhitng nim 30 cfta thé k¥ niy d3 lim cho c¢bdng cudc
nghién clru cic ban dit sét nung ph:’tt.tm:\én manh mé,

Nhitng kién thirc hinh hoc ctia ngudi Babilon phin
toén cé lién quan dén viéc do dac cic hinh don gidn
thuwong gip khi phin chia rudng dat, xiy dwng nha
ctra, ddp d4p, dio sbng ... Bé&n canh cac cbéng thirc
diung, ho codn sir dung cic cdug thirc gan ding. Vi duy:
thé tich hinh chép cut didy vubdbng duwoc tinh theo cdng

’ 1 h 2 2 + - ~
thive : V= (a% - b3) P The tich hinh nén cut ciing
dwoc tinh twong tywy nhw thé,

P66 dai dudng tron duwoc xem gip ba lan dudag

kinh, nhu vay 13 ang v&i gid tri thd so cla s6 « & 3.
C2

Dién tich hinh tron duoc tinh la § == --l—é~,trong ao C
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12 &8 dai duwong tron. Trong mot sé ban khic, ta thiy

i

cé gii tri gan ddang 7 =3 57 = 3,125,

_ Pic biét ngudi Babilon &3 biét cdng thirc Pythago.
Khoéng ré bing cach n2o ho d3 di t&i1 dinh 1y nd! tidng
iy, nhung trén mdt sé bin cdn ghi lai nhitng bd ba
s5 Pythago (t&rc 12 ba s6 hop thanh ba canh cha tam
giic vudng). Mot trong nhirng ban nhw viy cé 15 giong
gbm cic s& Pythago. Bén canh nhitng giong géom nhirng
s6 don gidn nhw 60, 45, 75 (t&rc 15.4, 15.3 VA 15.5)
ta codn thiy nhitng gidng rit phirc tap nhu 72, 65, 97
va 3456, 3367, 48z25.

-« Trong mdétsé ban, ¢é v& cac hinh da gidc déu 5 canh,

6 canh, 7 canh, va ké bén ghi cidc hing s5: 1,40

bén canh Ss; 2,37 bén canh Sg; 3,41 bén canh Sy

M.E. Boruinx &3 gidi thich y nghia cidc s 44 nht sau:

¢hiang cho biét dién tich cic da gidc déu twong (rng

néu canh bing don vi.‘Viéc tinh todn dwra trén cdng thae
: c |

gan dung g, ~ —— , véi C 1a d6 dai duwdng tron trong
n .

dé ndi tiép mdt da giac déu n canh vi a, 12 46 dai cdc
canh d6. Khi iy :

a,. h - d \2 [ a \2

2 2

oy diyv d la dudong kinl: dwwrdng tron, xem 1
3

6, 7 ta duwoc cac gia tri ndi trén.
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Biét duwgoc cdc hing s& Sg, 53, Sz, nguwdi Babilon ¢é
thé tim duwoc dién tich mét da gidc déu ddng dang véi
mdt trong cic da gidc d6 ma canh khdéng bing 1.

"Mudn vidy chi viéc nhidn hing sé twong trng voi
bini phuwong d8 dai cia canh. Nhuw vay 12 ho @3 biét
mdt s tinh chit ctia hinh ddng dang. Tuy viy trong cic
tai liéu hién cé ta khdéng tim thiy khaii niém déng dang
va cic tink chit don gian,

4. Nhu viy ta thiy ring hinh hoc thé&t Ai cip va
Babilon d@w¢c hinh thanh nhw 13 tip hgop mét s6 khat
niém vi cic codng thirc tinh toan cho phép do dac
trén cic hinh. Cidn cd& vio nhirng tai 1iéu hién cé thi
hinh hoc & Babilon d3i phat trién & murc d6 cao hon
hinh hoc & At cap. Tuy viy, & ci hai noi &5, hinh
hoc cdn xa mé&i dat dén trinh d6 ctia mdt khoa hoc
suy dién, nhue sau nay di hinh thanh & Hy lap. Thit
viy, m3c diu di tich liy dwoc mdt s6 khia 1é6n khai
niém via mdt s 1é&n cdng thircephirc tap, nhung suw
lién hé légic gitra chung van chwa hinh thanh, va do
dé cdc bai toin riéng lé chwa dwoc thédng nhit lai
trong mdt hé théng chung. )

Hinh hoc & Ai cip va Babilon d@3i idnh hudng nhiéu
dén sy phit trién hinh hoc cfia thé giéi sau nay. Chinh
nhitng ngudi Hy lap sau nay d3 ké 1ai ring ho di3
thu thip dwoc khi nhidu hidu biét vé toin hoc khi
di qua Ai cip va Babilon.
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Chieong 11

"HINH HQOC O HY LAP CO

L. Vaco thé ky V trurédc CN (cdbng nguyén) dch thdng
tri ctia nguoi Ba tw & cidc qudc gia Hy lap biat diu
sup d46. Sau khi &3 théng nhit lgc luong do thanh
Aten dirng &3iu, ngudi Hy lap ndi 1én danh dudi
nguwdi Ba tw va di hai lin gianh thing loi: mét lan
& Maratdng vao nim 4go truedc CN, va lan tho 2,
mudi nim sau & Xalamin. Chién thiang sau nay 43 két
thiuc cudc chién tranh di déi giita, cic d8i quin caa
cac qudc gia din chtt chd nd & Hy lap via d6éi quian
"nd 1é ctia hoang dé Ba tu.

Sau khi chién thing ngudi Ba twr, Aten trd thinh
. trung tim chinh tri va vin hdéa ctia Hy lap. Tir cuédi
thé ky V truédc CN dén d3u thé ky IV truédec CN 1a
thei dai hoang kim ctia Aten. RAt nhiéu nh2 bic hoc
cd tén tudi tir khip noi d3 t&i didy lam viéc : sAnaxago
tir Clazdmen, Pémdcrit tir Apde, Ghippi ta Ehda,
Theodo tir Kiren, Hypbcrat tir Cox, Aristdten tir Xtagia.
Ho him md va say mé cudc séng tinh thin sbéi suc &
Aten, noi mia Xbdcrat bang nhitng bai gidng hip din
ctia minh d3 gidap cho nhithg tuw tudng lé&n ndy sinh
trong s nguwdil nghe, noi ma Platdng va sau nay Ia
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Aristdten~d3 xiy dwng vién han ldm ndi tiéng. hinh
idnh twong lai ctia cic trudng dai heoc. -

2. Hinh hoc Hy lap tir thé k¥ IV trudc CN di ¢o
nhiéu bién chuyén siu sac. Trudc &6 nguéi Hy lap
&3 tich ldy dwoc mdt sé kién thirc tuong ty nhuw
ngudi Phwong Péng. Nhung tir thé ky IV truédc CN
trd &1, hinh hpce nhanh chéng trd thanh mdt khoa hoc
suy dién va triru twong. Suw chiérng minh bing 1dgic
43 trd thanh phuwong phidp co ban dé khiang dinh tinh
chin thit ctia mdét ménh dé toidn hoc. Trudc kia cac
nhad todn hgc dit cidu hédi «l1am thé nio 2, truwdc mot

bai thi biy gid ho @it thém ciu hdi «tai sao 2 ,.N

M& ddu thdi ky méi nady cta hinh hoc ching ta thay
ndi lén tén tudi cta Thales & thanh Milé, mdt nha
budén, nha hoat ddng chi‘ﬁl'f‘tri,”_nhé triét hoc, toan hoc,
thién vin hoc, ngudi dit n_‘éin-"*;'rné‘)ng cho khoa hoc va
triét hoc Hy lap, séng vj# khoing 624 trudc CN dén
548 trude CN. Ong va cic hoc trd nhuw Anaximan va
Anaximen thudc vao trudong phdi duy vit thd so, cho
rang nhitng hién tuwong tw nhién déu 12 vit chit va
déu bit ngudn tir mdét «nguyén thé, duy nhit. Thales
cho ring «nguyén thé ,» cta vat chit 13 nuwdc, cdn
Anaximen thi cho dé 1a khoéng khi.

Trong pham vi hinh hcgc,’];hales d3 chirng minh dugc:
goéc ndi tiép trong nira duwdng trdn 13 géc vudng; cdc
gbéc & ddy ctia tam giic cin bang nhau; edc gbéc vudng .
déu bang nhau. Thales cing bi# cich xic dinh mdt
tam gidc b&i mdt canh va hai géc ké véi nd, tir dé
C)ng‘té the tinh dwoc chidu cao clia mdt vat biét béng
ctia né trén mit &it, holdc tinh dwoc khoing cich &én
mdt vit khéng t&i gan duoc.



Prang tiéc !a ching ta khoéng h2 biét gi ve cic ching
minh cta Thales. Co 1€ 6ng cling s dung 1déng rdi
%ut'o'ng phip gip va chdng cdc hinh, vi theo nhw 1&i
“thia Proéc (the ky V sau CN, nha binh luidn ndi tiéng
vé toan hoc ¢b Hy lap) : « Khi thi éng (tirc Thales) xem
xét vin dé mdt cich téng quar, khi thi chi yéu dua
Vao tryc giac s

3. Nhung c6 1& Pythago mé&i 1a nguwdi mang lat nhiéu
bién d6i siu sic cho hinh hoc, Theo 1&1 cta Probc,
Pyvthago nghién ciry hinh hoc «xuit phit tir mdt sb
co s& d4u tién ctia nd, va cd gang chirng' minh cdc
dinh 1y bing suy luln 18gic, ch® khéng phii bing cach
dwa vao trwc giic .. Nhw viy Pythago 1a ngudi dau
tién xiy dwng hinh.hoc nhw 13 mdét khoa hoc suy dién.

Sau didy 12 mdt s6 chi tiét it 6i ma chiang ta biét
duoc vé cudc doi ctia Pythago, con nguwdi gan nhu trd
.thanh than thoai. Ong sinh & dio Xamébs, mdt dio budn
bin giau cd, va khoding nim 530 trudc CN o6ng tdi
Krotdn (nam Y) & diy 6ng d3 lap nén mdt hoi ldy tén
12 « hoi Pythggo », theo dudi nhitng muc ti€u vé todn
hoc, tdn gido, dao dic va chinh tri. Hoat ddng ctha
hdi rat bi méit, va tit cd nhitng phat minh khoa hoc
ctia hdi déu dugc gin cho mdt minh Pythago. Vao
dau thé ky V truédc CN, sau nhitng hoat ddng chinh
tri that bai, hdi by dudi ra khoi cic thanh phéinam Y,

va chim dirt sy tén tai cla minh. |,

Tuy vay, sau do & Xibarit, Krdtdon, Tarent va & mét
s6 thanh phé Hy lap <¢é nhiéu nha bdc hoc xuat sac
ty xuwng minh 1a Phithagorit, trong sé 46 c¢é Ackhit &
Tarent va Theddo & Kiren.
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Pythago va cac nhd Pythagorit di c¢é nhitng phat
minh sau diy:

. 1. Pinh ly vé téng sé goéc trong mét tam giac;

2. Chia mit phing thanh cic d&a gidc déu (tam gidc
déu, hinh vuéng, luc giic déu);

3. Giii phuong trinh bic hai bang hinh hoc (ép dung
cac phép tinh vé dién tich);

4. Dyng mét da giac cé dign tich cho trudc va
ddng dang v&i moét da gidc cho truédc;

s. Tén tai cic doan thing vd wdéce (v nghia clia phat
minh ndy cé-thé so sinh vé&i phit minh ra hinh hoc
Phi O'clit & thé k¥ XIX hoic thuyét twong 461 & thé
ky XX); | |

6. Co nim loai khdi da dién déu (phat mminh nldy
chirng t& ciac kién thirc vé hinh hoc khéng gian thoi
biy gi& d3 kha phong phu);

7. Dinh 1y Pythago (truéc diy chi méi biét mot s
trudng hop riéng cta dinh ly nay. Thit khé ma danh
gid hét tam quan trong ctfia dinh ly néu ta khdéng nhd&
ring sy m& rdéng clia nd nam trong dinh nghia cha
tat cd cic khdng gian métric) (1). |

8. Tinh cyc trj cia dudng trdn va mit ciau (phat
minh nay c6 thé xem nhw 1a nén mang ctia ly thuyét
diang chu).

4. Mudn hié¢u biét trinh dd suy luln trong hinh heoc
& th&i biy gid, ching ta cin ¢é nhiing nguyén ban.
Tiéc thay, hién nay ching ta chi md&i tim dugc mdt

(x) Khéng gian métrié 1A nhitng khéng gian ma trong 486 cé tﬁ‘é
do duoc khodng cich gitra hai diém bit ky. Cic s6 do niay phii

£ T

théa min mét sd tién d¢ nio d6 goi 1a tién dé chia khéng gian métric.
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doan tai liéu quy gid vé hinh hoc ctia Hypdcrat &
thanh Khidx, cling 13 mét Pythagorit (khoing thé ky V'
trudce CN). Trong doan _tai liéu nay, Hypodcrat trinh
biy vin d& cidu phuong ctia ciac «ngtyét hinh, 1A
nhitng hinh gié&i han b&i ciac cung tron. Piy 1a lan
dau-tién trong toidn hoc, ngwdi ta xét vin d& ciau
phuong ctia cdc hinh giéi han bédiduwéng cong. Hypdcrat
¢3i chirng mianh ring dién tich hai hinh vién phin déng
dang ti 1& v&1 hai ddy cung cing chung. Dua trén co
s& d6 Ong d3 néu lén cich tinh dién tich ctia mdt sé
nguyét hinh. '

Suy ludn toin hoc ctia Hypdcrat dat dén trinh 46
cao, trong d6 &3 4p dung moét cdch triét dé ciac quy
tic suy dién chit ch& dé tor két quid nay suy ra kéc
qui khic. PS chic chim ciing 13 trinh 46 chung caa
hinh h¢c th&i biy gid. :
5. Van dé ciu phuwong cac nguyét hmh d3n dén van
- d€ ciu phuong dudng irdn, 1a mdt trong ba bii toin
khéng gidi duwgc dau tién trong lich s toin hoc, xuit
hién vao thé ky V trwdc cbdng nguyén. Ba bai toan d6 1a:

1. Gip d81i mdt hinh lip phwrong: tirc 13 dueng mot
hinh lip phwong ¢6 thé tich gip d6i thé tich hinh lap
phwong cho truéc ;

2. Chia ba mét géc: tirc la dung mdt gdec cé d6 1én
bing moét phan ba d6 1&n ctia_modt géc cho truédc ;

3. Ciu phuong hinh trdn: tirc 13 dwng mot hinh
vudng ¢é dién tich bing dién tich hinh trdn cho truée.
T4t ci cic phép dung dé deu dodi hdét phidr thyce hién
bang thwéc va compa.

Mii dén thé ky XIX nguwdi ta méi chiéng minh duogc
rang doﬁlé:nnﬁ:ngmb&itﬂawk‘hﬁng% gidi dwoe, tirc 12 ta
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i
khéng thé bing mdt sé hitu han phép dung bing thuédc
va compa tim thiy dwoc hinh ddi héi: Tuy viy viéc
nghién clru cidc bai todn dé d3 giap cidc nha todn hoc
Hy lap tim ra giao tuyén conic (1), cidc dudng_ cong
bac 3, bac 4, v.v...

Hypbdcrat di dwa bai todn thd nhit vé viéc tim hai
dai luong trung binh nhin kép, tirc 1a hai dai lwong x
va y sao cho:

a X y

- == I—— _— —— e

X y . b
Khi za=>4, thi x s& 12 canh cf@ia hinh lip phuong c¢é thé
tich gdp d6i hinh !3p phuwong canh a.

Ngay sau d6, Ackhit (khoang nim 428-—365 trueéc CN)
chi ra ring dai luwgng x nhw viy ¢ thé tim thiy bing
cich xét giao tuyén e¢tia ba mit : mit ndén, mit tru va
mit xuyén.

Nhitng ¢6 ging vé sau cfia cic nh2 bic hoc nham
wvao viéc tim cic phuwong phip dung doan trung binh
nhin kép. Tir ding thirc Hypdcrat ta suy ra:

ay = x3 va xy = ab hay y? = bx.

Néu dung dwoc toa d8 x, 3 ctia giao diém hai dudng
cong ¢6 phuong trinh nhw viy thisé& giai dugc bai toan.
Chi m3i dén ntra sau .thé k¥ IV trueéc CN, Menéc méi
giai thich duwoc ring nhitng dudng cong d6 12 giao
tuyén cdnic. Ong xét ba loai hinh nén trdn xoay véi géc
& d&inh 13 vudng, ti, nhon. Bing cich vé m&t mit phing

(1) Giao tuyén cbnic 12 nhirng dudng cbé dugc bing cédch cit mit
nén bédi mot mit phing khéng di qua dinh mit nén. PS 1A cjc duwdrng
elip, parabdl holc hypecbdl.
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vudng géc véi mdt dudng sinh dng nhin duo'e ba loai
“duwdng cong mia bay gid ta goi 1a parabdl, hypecbdl
“va elip. .

6. Cung v&i loai phat minh ra cdc doan thang vd wédc
(trc 12 cdc dat luong v ti) ciing nhu viéc xic dinh
thé tich ctta hinh chép, chu vi ctia dudng tron... lin
' diu tién todn hoc gip phai khai ni¢ém v6 han. O day
- Jap tirc-xuit hién nhirng khé khin va gidy ra mdt cudc
 khang hodng siu sic diu tién, lam lung lay nén ting
clia todn hoc.

Pé xic dinh ti s& ctia hai doan thing, ngudi ta &3
ding moét thuit tinh mi ta goi 13 thuit tinh Oclit.
Thuit tinh nay cho phép tim dugc wée chung f ctia hai
_doan thing a, b cho truwdc. Néua = mf va b = nf thi
a:b=m:n.

Nhwng néu a, b 1a cic doz_iii thing vé wé&c vé&i nhau
thi thuit tinh ndi trén s€ trd nén vo han, va ngudi ta
" khdéng thé biét duoc cic ti s6 d6 cd bing nhau hay
khong. Pé gidi thich vin dé d6, mdt sé nha Pythagorit
d3 gia thiét ring cdc doan thing vé wdc cd mdt wdc
chung vd cung bé, d6 1a nhivng phin tlr don gidn nhit,
xem 12 nhitng diém. Theo ho doan thing ia tip hop gém
- vd han cic phin ti{r khéng cén chia nhé dwoc nhu viy.
. Khi xic dinh thé tich hodc diéa tich ctia cic hinh
khdng gidi han b&i nhiFng mit phing hoic duwrdong thing,
nguwdi ta budc phai dung dén mét quia trinh v han. O
thé ky V, Antiphdn 43 gidi quyét bai todn ciu phuong
Hinh tron nhuw sau : «Ta hidy néi tiép trong duwdng tron
mét da gidc déu; d6i vdi da gidc déu nay ta cé thé
bing thwéc va compa dygng mét hinh vudng cé cung
dién tich. Biy gid ta lai ndi tiép trong duwodng tron

T
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I

mdt da ‘gidc déu cé s& canh gip ddi, vi dung hint
vudng ¢é cung dién tich v&i né. Nhung vi hinh trdr
chinh la da gidac déu véie so canh 15 vo han, cho nér
tir do suy ra ta ludn ludn cé the du'nfar hmh vudng cd
dién tich bang dién tich hinh tron »:. Nhw viy Antiphén
d3i tir mdt ménh dé ding do6i véi da giac deu ¢o6 sé
canh hitru han chuyeén thinh mdt ménh dé vé&i da giac
déu ¢é s6 canh vd han.

Ngay tir hdi bady gid, lip luin ctia Antiphén khong
duwoc thira nhin.

Nhirng khé khin lién quan té&i vin dé vd han di
thwe sw lAm cic nhd toin hoc l!lo lang. Khong nhiing
thé, né cdn vwgt ra ngoai pham vi ctia toaan hoc, trd
nén diu &% tranh luin ctia cic nha triét hoc da mo:
truedng phii. '

7. Zéndng (khoang nim 450 trurde CN) 1a ngudi dd béc
tran nhitrng khoé khin thuc sy c¢d lién quan t&i khai
niém v& han_-vi lién tuc, dong thdi ching td ring
nhitng khii niém d86 vé ban chit hoan toan khong
giéng nhuwr ngudi ta 43 quan niém vE ching. Pé trinh
bay lip luidn ctita minh, 6ng d3 néu ra nhing nghich ly
ndi tiéng, mia hon 25 thé ky sau vin con thu hdt sy
chd y cda ciac nha toin hoc va triét hoc. Cic nghich
ly ctia Zéndng nhim bic bd modt s6 quan niém tryc
giac trudce kia vé vd cung lén, vd cung bé, ciing nhw
quan diém ctia trwdng phai Pythago cho ring doan thing
12 tip hogp nhitng yéu t6 «kh@ng chia nhd duogc ..
Zéndng lap luin nhu sau : « Gid s&r doan thing gdm mot
s6 vd han ciac phin tl{r khdéng chia nhdé duwoc, khi 46
néu d6 dai mébi phin tir d6 bing khéng (tirc mdi phin
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m&t diém) thi d6 dai chia doan thing bing khéng.
Con néu dd6 dai ctia mdi ydu té 1a mdt dai luong nao

a6, thi a6 da: #Aia doan thing phai 1a vO6 cung 1on .

Lip luin dé chirng tb ring khdéng nén dinh nghia d¢
"dai doan thing 12 tdng d6 d2i cac phan tir khdéng chia
nhd dwoc, ring d6 do cfia mét tip hop néi chung khong
phai 13 d86 do cic phan tir ctia né (ngay nay, ching ta
dinh nghia d6 do mdét doan thing bing mdt cidi pht
b&i ciac khoang, mdi khoing cé mét d6 dai nhit dinh).
) Bé6n nghich 13? ctia Zéndéng -(« Chia d6i», «Asin dudi
ri1a », «mii tén», va «sin vin déng »} thyce sy d3a gdy
nén séng gié cho todn hoc. mi che dén ngay nay vian
cdn dir dm. Nhirng nghich 1y nay nhim nhin manh sw
miu thuin trong nhitrng khii niém lién tuc ctia chuyén
ddng wa th&i gian, nhung hoan toan khéng cé y dinh
gidi quyeét nhitng miu thulin dé..

Chung ta néu ra & diy hai trong sé bén nghich 1y d6:
« Asin dudi riia». Asin va con rua ciung chay theo. mot
duwdng thing va theo cung mdt huwéng. Mic diu Asin
chay nhanh hon con rua nhwng khdéng bao gid& c6 the
dudi kip con rua, néu ban diu con rua cach Asin mért
khoing 13 a. : @

Thiat vay gia sir t6¢c dd ctia Asin 1é&n gip k 1an téc dd
‘réia thi khi Asin chay duwo¢c khoang a, raa chay duoc
mot khoang a k&, khi Asin chay duoc khoing &6, thi
rita lai <hay thém duoc mdt khodng a/kﬂ, VV... va mdl
1in nhw viy khodng cach gitta ho vin khéng bing khong.
« Chia d61 ». MQt vat chuyén déng khéng thé bao gid
dén dich du'o'c. That viy néu né chuyén déng tir A
dén B thi truedc hét né phii dén dwoc trung diem A,
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ctia doan AB, sau d6 lai phii dén dwoc cic trung dié
Az, Ag-... ctia cic doan A, B, Az, B, ... Nhu viy khoéng
bao gid ndé dén dugc B. ' ’ .

8. Cic nghich ly ctia Zéndéng di lam cac nha toan
hoc hoang mang. Prétdgo (nim 480 — 411 truwédc CN) lén
tiéng chdéng lai tinh chit triru twong cfia toin hoc.
Theo ong, khéng nén néi rang diém khéng cé thanh
phan dudng khdéng cé bé diay, bé rdéng vv... bdi vi
chwa hé aitrdng thiy chdng. Ong con ndi duwdng thing
va dwong tron tiép xic véi nhau khéng thé chi & mot
diém ma 13 & mdt doan thing hitu han. Nhwug cic
nha toan hgc Hy lap &3 hiéu rit—~—d ring tir bd tinh
triru tuwong ctia toin hoc 13 tir bo toan bd toin hoc.
Con &tr&?ng ctia Protagd khéng dwoc thira nhin.

Pémoerit (khoang nim 46¢ — 38c trirdce CN), nha
triét hoc nguyén tiér luin, nha toan hoc. d3a d2 nghi mdt
phuwong phip xiy dyng todn hoc thoat khod. nhirng
khé khin gdy ra bdi khai niém vé han. Ong i3 mér
con ngudi toan dién dén ngac nhién, dng viét vé -tat
cad moi van dé: triét hoc, toan hoc, vat ly, k¥ thuir,
khi twong, déng vit hoc, thim m¥¢ hoc...

Pérgdcrit xem nguyén tir va cic khoang tréng trong
dé cidc nguyén tlr chuyén déng 1la co s& diu tién cha
‘vii tru. Nguyén tdr, tirc 1a nhitng cii khéng chia duwoc)
ctia P2mdcerit 12 nhitng phan tir cta vit chit khéng

., chtra phin nhd hon nhung déng thdi lai cé6 moét d6
do cé thé biét duoc. Nhuw vay néu cii khéng chia duoc
caa. trrong phai Pythago khong ¢é 46 dai, thi cait khéng.
chia dwoc cta Pémbcrit lai do dwoc. Lich sir toan hoc
d3i_ching td ring quan diém ctia Pémdcrit di déng’

mot vai trd tich cwe trong sy phét trién cdia toian hoc.
_ - |

- -
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Theo Acsimet thi Pémodcrit 43 tim dwoc két qui:

r L 3 A - ~ ’ > “1 A I3 3 ~ ’

thé tich ctia mdt hinh chép bing ‘5” thé tich ctia hinh
ling tru cé cung dién tich day va chiéu cao, thé tich hinh

- 1 I b - ~ I ~ *
néa bang - thé tich hinh try ¢ ciing diy va chidu cao.

Dwa trén mot s6 doan con tim thiy dwoc trong tac
phim ctia Pémécrit, cé thé doin ring 6ng d3 @i dén
két qua Ay bing cich chia vat thé thann mdt sé hitu han
phin — nguyén té&r — ma thé tich cé thé biét dwgc. The
tich ctia vit thé s& bing téng thé tich ctia cdc phin nhuw
thé. Nhung nhu ching ta di biét, hinh chép khdng thé
chia ra thainh mét sé hitu han hinh ling tryu dw¢c, do
d6 mudn di dén két luin trén thi khéng thé ndo khdng
chuyén qua giéi han, mi diéu dé thi chic chin I
Pémberit khéng lam. B&i viy Acsimet xem nhitng két
qud cta 6ng !'A chuwa duwgc chirng minh.

Con dudng clia Pémbderit 1a con duwrdong «todn hoc
hiru han, hoan toan khéng 4p dung dwoc dé nghién ctvu
cic dai luong li€n tuc va chuyén déng. Nhung quan
diém ctia édng chira dwng mét phurong phap quan trong
m3 Acsimet 13 nguwdi dau tién di danh gia cao va phat
trién né. PS chinh 13 mim mdng ctia phuwong phap tich
phin. Nh& phuong phip nay, Acsimet d3 phiat minh
ra mo6t loat dinh ly vé dién tich va thé tich. Pécac,
Galilé, Kavaléri, Paxcan & mdt mirc d§ nao dé ciing di
str dung phwong phip ctia Pémbcrit, va do d6 &3 chuin .
bi cho sw phit minh ra phép tinh v6 cung bé.

9. Ngudi ddu tién 43 xdy dung mdt phuwong phép cho
phép chuyén qua gi¢i han 13 O°d6cx (nim 410-356 truwrdc
/CN).'Dé 12 mdt nha toan hoc vi dai, ma tri thong minh
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cdn 1am cid nhitng con ngudi e¢tia thoi dai na‘gy' phai
khim phuc, mét nha thién vin, dia chit, triét hoc va
mot thay thudc cé uy tin,

Coéng lao 1&n nhit ctia éng trong toin hoc 1& di xiy
dyung duwoc mét Iy thuyét tdng quat vé ti 1&.va xdy dyng
phtro'ng phip «l3iy hét, dé chuyen gua gidi han. Cé thé
néi O'dédcx 1a ngwdi d3d 44t nén méng cho gidi tich v
cing bé. ’ '

o4 day chung t61 khoéng trlnh bay ly thuyét vé ti 12
ctia O'ddcx, va lai nd ls;hong thuéc pham vi hinh hoc.
Tuy vy, ciling cin phii ndi ring toan b cdng trinh
siu sic d6 ctia 6ng, mic diau vin duwoc ip dung cho téi
cudi thé ky truwdc, chi duwgc danh gi:{l'mét cich diing
mirc sau khi xuft hién céng trinh ctia Pédékin, trong
46 dinh nghia s& thuc nhur 12 mét nhat cat trong pham
vi s& htru ti. Gira 1y thuyét ctia O'ddécx va cta Pédékin
c6é sy gidng nhau nhiéu dén ndi Lipsit cé viét thu hdi
Pédékin ring dng d3 1am dwoc gi mé&i so V&i thdi cb.
~ Ta s& néi k¥ hon vé phuong phip «lidy hét, cta
O'ddcx. Phuong phap nay dua trén bd dé co ban sau diy
« Néu cho hai dai luong a, b, a > b, thi bing cich liy
di tir a hon mot nira, rdi tir phin con lai ta lai liy di
hon mét nira, ..., cudi cting sau médt s6 hitu han lan ta
s€ cdn lai dai lwong o < b. Chirng minh bd dé d6 dua
trén tién dé (ma sau nay ta goi 12 tién d¢é Acsimet) : cho
a, b, a >b thi cé6 thé gip b 1&én N 13n sao cho Nb >a.

Ap dung bd dé d6, ta c6 thé néu 1én so d06 tinh dign
tich § (A) ctia mét hinh A nio d46. Ta s& tim mét loat
cic hinh A4,, A,, ..., Ay, ndi tiép trong hinh A4, sao cho
dién tich S (Ai) c6 thé tinh dugc, va thda min cic
diéu kién :
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 S(a) —S(Ay <

'

, S (A
S(A) — S(A,) ( _(2_)

S(A) — S(A, < S (A) “S_(i‘l‘f < S(A)

2

S(A)
S 2n |

Khi d6 theo bd dé, véi n dh idntacsd S (A4)-S (An)
bé hon bit ky mdt dai lwong b nao cho trudc. Budc
sau dé 12 phai tim médt dai lwong B sao cho B-S(A,)
bé hon mét dai lwong cho trudc véi n da 1on (torc la
tim gi&i han ctia day S (4,), S (Az),...). Budc cubi cung
1a chirng minh S (A) = B. Gidéng nhw chiing ta, O'ddcx

. d3i chéng.minh diéu &6 bing phin chirng. Néu S (4) < B

thi ta ¢6 thé tim n &0 16n saoc cho B-S (A.) < B-¢A),
tire 13 S (As) > S(A), vd Iv. Truwdng hop S (A) > B
ciing chirng minh twong ty. Nho phuwong phip do6,
O'décx d3 chirng minh chinh xic cac d&inh ly sau diy :

1. Ti s6 dién tich hai hinh tron bing binh phu:dng
ti s6 hai ddd&ng kinh cfia chung ;

’ - - * l A \:‘ - T
2. Thé tich hinh chép bing B thé tich hinn lang try
cé cting d4dy va chiéu cao ;

3. Thé tich hinh nén.bing' thé tich hinh tru cé

cung ddy va chiéu cao.

Nhw viy, phwong phdp «lay hét. chinh 13 hoc thuyét

. dau tién vé gi&i han, né cho phép ta tim duoc gidi han
. ctta mét 1&6p kha rdng cic diy. Phirong phiap «liy hét,

anh huéng to 1&én dén sy phdt trién cta toan hoc.
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10. Nim go4 truéc CN, cuéc chién tranh Pélépdne
kéo di 27 nim giita hai ddng minh dirng diu 12 Aten
va Xpac d3 két thiuc b&i sy thit bai ctia Aten.

Cudc chién tranh d6 d3 1am cho nhin din Hy lap lim
vao cadnh nuwé&c mit nhi tan, d6 thi diéu tan, rudng dong
hoang phé, ciac cdng trinh vin héa bi thiéu hiiy. T do6
cho d@&n giita thé ky IV trurdc cdng nguyén,scic thanh
bang Hy lap, k& cid Aten buwdéT vao con dudng tan.ta.
Nhitng maiu thuin trong ndi bé xi héi nd 18 di dua
toan bd nuwéc Hy lap vio mét cubdc khiang hoang vd cing
tram trong. Trong hoan canh 46 viéc nghién ctru khoa
hoc bi dinh tré. Aten dan din mit vai trd trung tim
vin héa va khoa hoc dé nhudng chd cho nhirng thanh
~ phé khac ndi 1én trong thdi ky Hy lap héa (thé ky VI
d¢én thé ky I treéc CN).



Chirong Il

HiINH HOC & CAC NUGC HY LAP HOA
VA & BE QUOC LA MA

I. Trong tinh trang suy tan cta cac thanh bang Hy
lap, & phia Bic c6 nwdc Makéddnia ngay cang hung
thinh va tr& thanh mét qudc gia nd 1é ¢cé6 luc luong
quin sy hung manh nhit & bin dioc Hy lap. Hoang
dé Philip ctia Makéddnia d3 tién hanh mdt cudc chién
tranh chinh phuc ngudt Hy lap va ndm 338 trudc
CN va di hoan toin thing loi. Makéddnia cung cac
"quéc gia & Hy lap lip thinh mét « Khéi ddng minh
"Hy lap » duwéi sy 1inh dio ctia Mak2ddénia. Tir d6 nén
déc 14p cfia céc thanh bang Hy lap hoan toan chim dat.

Nim 336 triwedc CN, Philip chét dé lai sy nghiép
cho con 13 Aléxandr, mdt, thanh nién 20 tudi, thong
minh, ¢é tai thao lwoc va tai td chirc. Lap tirc Aléxandr
théng linh quin ddi, tién hanh mét cudc chién tranh
xam luoc A1l céap, Babilon, Ba tw, cac quc')c gia &
Trung A va ci mét phin An d46. Cudc chlen tranh
ndi txeng nay kéo dai trong 10 nam.

Cudc vién chinh ctia ARxandr 4¢3 xdc tién sy di
lai budn bdn va trao d4i vin héa gitra Hy lap va phwrong
Pong. Trén duwdong vién chinh Aléxandr d3 13p nén
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nhiéu thanh phdé, chiing trd nén thudc dia ctia ngudt
Hy lap_.va trung tim truyén ba vin héa Hy lap, trong
d6 cé thanh phé Aléxandr trén bd bién Ai. cip.

Nim 323 trudc CN, Aléxandr chét & Babilon, dé
qudc ctta dng chia ra 1am ba qudc gia nd 1¢é (&n: qudc
gia thir nhit do Antigdn thinh lip gém Makéddnia
va bin ddo Hy lap, qudéc gia th hai bao gom Babilon
Xiri, Iran, Tiéu A va cic.viang dit khiac_ do Selocux
1anh dao, 'quéc gia thr ba gdbm Ai cip va mdt bd
phin Libi dwéi quyén cic hoang dé Ptdlémé, thi &b
& Aléxandri. ‘ ~ |

Thoi ky tir cudc vién chinh ctia Aléxandr dén cudc
xdm lwoc cta ngudi La mi3, trong lich s Hy lap go1
la thot ky Hy lap héa.

Trong th&i kynay thanh Aléxandri d3 phat trién
thanh moét 6 thi quéc té, tré nén trung 1im vian hdéa va
thuong nghiép cfia mién Pia trung hii. Din cuw & day
ngoai nguwdl Makédonia, ngudi Hy lap va Ai cdp ra,
cdn ¢6 nguei Xiri, Do thdi, Ba tw 'y\il thuwong nhin
tir khip noi_dén. Tridu dai Ptdlémé ra sirc khuyén
khich hoc thuit, x3y dung tai thd d8 nhiéu thu vién
va vién nghién ctru, trong dé nhiéu nhi bic hoc nédi
ting. Thu vién loén & Aléxandri thirc sy 1A mét 13u
dai khoa hoc, chtra khoing 70 van cudén sich clr{e’p tay,
thu hat nhiéu hoée gid khip noi.

Nhir viy 13 difu kién phat trién khoa hoc & A1l ciap
‘lic nay di khdc so véi cidc qudce gia d6 thi thei Ai cap
c6. Vao thé k¥ III truédc CN, ndi Ién ba nha bic hoc
vi dai: O'clit, Acsimet, ApFdl6ni, ma tic phim cta ho
cé anh huwéng hét stc to 1&n d6i v&i sy phit trién
sau nay cta hinh hoc. .o
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2. Chiing ta hiu nhir khéng biét gi v& cudc doi ctia
O’clit. KXhdng biét ong sinh & diu, trong gia dinh nhu
thé nlo, hoc & diu va v&i ai. Chi biét chic ring éng
d3a 1am viéc & Aléxandri dwdéi tridu dai Ptolémé dé
nhit. C6 modt sé chuyén lién quan dén O'clit, nhung
d2u la giai thoai. B&i viy cé mdt sé y kién cho ring
O'ciit 13 tén ctia moét nhédm cidc hha bachoc & Aléxandri,
kiéu nhur mét Nicdia Bubaki & Phap bay gio. Piéu dé
thit khéng cé cin clr. Diu sao ta ciing khdéng nén nghi
ngd vé sy ton tal ctia mdt O'clit. '

O'clit && lai kha nhi2u tdic phim vé toan hoc, quang
hoc, 4m nhac, nhuwng ndi tiéng nhit vin 12 tip «Co
ban» gdm 13 cudn. P66 la mdt tac phim diu tién ctia
thdi ¢d con gift nguyén ven duoc dén ngay nay. Trudc
O’clit, cdn cé nhiéu ngudi viét cic tip « Co ban.,
trong s6 dé co tip « Co ban. caa Hypdcrat, nhung
tit cid cac tiac phim dé déu khong gity duoc dén bay
gidr, ¢ 1& vi ching khéng thé sinh kip véi tip « Co
ban ., cta O'clit va do d6 bi ling quén. Trong lich st
phuong Tiy, «Co ban» ctia Oclit chiém hang thw
hai vé s& lan tai ban, chi thua kinh thinh. Cudn sdch
d6 di séng hon 2000 nim cho dén ngiy nay gia tri
khoa hoc ctia® né vin khéng hé bi gidm sut. Tat cid cac
nha toan hoc thé gi&i déu phii hoc trong cubn sich
nay, nhw 1A buéc d3iu cidn thiét dé nim dwoc ainh
hoc. Phan 1&n chwong trinh hinh hoc & truwdng phd
thong trén thé gidi, cho dén nhirng théi ky gin day,
12 mét sy l3ip Jai hau nhuw tirng chitr 6 cudn dau tién
ctia tdp « Co bin» dé6.

O’clit viét tip « Co bian » nhim muc dich hé théng
ciac kién thiérc hinh hoc di biét thanh mot 1y thuyét
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toin hoc hoan chinh, dya trén mét sé tién dé, va céac
dinh 1y déu duwoc chirng minh bing suy dién mdt cich
chit ché&. Nhw viy O’clit chinh '1a thay td cfia phuong
phip tién dé hién dai.

M3i cudn trong tip « Co bin» déu bit diu bing
nhu'ng dinh nghia. Ngoai ra trong cudén thir nhit co
5 dmh dé va 5 tién d&. Sau diy 1la mdt s& dinh nghia
trong s6 35 dinh nghia ctia tdp «Co bdn»: ’

1. Piém 13 cai gi khéng c¢é thanh phan. P

2. PDudng c¢é bé dai va khéng cé bé rong.

3. Mdat ctia duong 1a didm.

4. Dudong thing 13 dudng nhu nhau d6i véi moli
diém ctia né..,

Sau &6 1a dxnh nghia vé m3t phing, gbc, gbc vudng,
s vudng gdbc, géc nhon, gbéc tu, duwong troHn, tam,
tam giac, tr giac, hinh vudng, hinh chi& nhit, hinh thoi...
~Ta ¢é thé chia cic dinh nghia ctia O’clit thanh hai loai:
loai ¢bé viéc lam, tixc 1A nhitng dinh nghia dwoc sir dung
dé xiy dung Iy thuyét (vi du dinh nghia vé géc vudng,
vé hai dudng thing song song), loai th@ hai 1 loai mdé
td, gdbm nhirng dinh nghia vé sau khdéng s& dung (vi du
dinh nghia diém, dudng...). :

Ngay nay chiing ta di rd ring trong phwong phip -
tién dé hién dai, cic khii niém «diém », «duwdng thing »
dwoc xem 13 nhikng khii niém co bin khéng duoc
dinh nghia truc tiép. Ching duwgc dinh nghia mdt cach
gian tiép bing cich budc chiing phii thda min mdt hé
tién dé.

" Cic dinh d&é ctia tip «co ban» la:

1. Tir mét diém bit ky nay téi mot diém bac ky

khic cé thé vé mdt dudng thing.

30



2. Pwong thing gidi han deu cd thé kéo dai m6t
cach lién tuc ra vd han.

3. Tir mét tim bat ky va véi bidn kinh biat ky déu
cd thé wvé& mdt duwdong tron.

4. Moi gbéc vudng déu bing nhau. .

5. Néu mdt duwdng thing cit hat duwdng thing khac
tao thanh hai géc trong cung phia cé6 tdng bé hon hai
gdc vudng thi hai dwdng thing niy s& cit nhau khi
kéo dai chung vi pnia hai gbéc d6.

Va sau day 12 cic tién dé:

. Hai cai cung bing cai thir ba thi bing nhau.

2. Thém nhitng cii bing nhau vio nhing cii bing
nhau thi dwoc nhitng cai bing nhau.

3. B&t nhitng cdi bing nhau tir nhitng cai bang nhau
thi dugc nhitpg cdi bang nhau.

" 4. Trunz nhau thi bing nhau.

s. Toan thé 1&n hon mét phin.

Viéc lwa chon cdc dinh dé v tién d& ctia Oclit kha
thanh céng, hiu hét ching d2u nim trong danh sich
cdc tién 4¢ ma sau niy Hianbe d& nghi (cudi thé ky XIX).
Nhung cidc dinh d¢ va tién dé ctia d6ng khdng du dé
xidy dyng- hinh hoc. Trong nhiéu chirng minh, éng
43 phii thira nhin nhitng diéu ma éng khdng néu
1én thanh tién dé. Ching han khi c¢é hai dudng trdn
bing nhau ma dwdng nay di qua tim ctia dudng kia,
thi O’clit mic nhién cbng nhin ring chiang cit nhau,
chir khdéng chirng minh sy t0n tai clia cic giao diém.

O’clit thiéu hin cac tién dé ctia hinh hoc khéng gian,
cac tién dé vé doi hinh (rna hinh hoc ctia édng thurc
chit 13 nghién cira b4t bién ‘qua phép d&i) va cic tién
dé lién tyc.
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Thidu sét ctia O'clit khéng phai 132 didu khdé hiéu
néu ta nhé ring khodng 2200 nim sau, Hinbe mé&i néu
dugc mét hé tien dé khdng thwra va ciling khdng thiéu
cho hinh hoc O'clit.

3. Ta hiy diém qua ndi dung ctia 13 cudn trong tip
«Co ban». B&n cudén dau tién gdm &ic kién thirc vé
hinh hoc phing va dai s hinh hoc. Pic diém cta
ching 12 khdéng dung ly thuyéc vé cdc hinh déng dang
tirc 12 khdéng diang sé thuc.

Trong cubn 1 ta thiy cic dinh iy vé sy bing nhau
ctia tam gidc, vé thing gdéc va song song, vé hinh
binh hanh, vé «dién tich» ctia cidc hinh phing va dinh
1y Pythago. Chit «dién tich» ching ta-dé trong diu
ngodc kép, vi dién tich ctta O’clit khéng phai 14 cac
56 ; ly thuyét dién tich ctia éng 12 cdc ménh &2 vé su
ding hop. Ching han, dinh 1y théng thudng «diéu
tich tam giidc bing nira tich s8 cfia canh &ay vi chiéu
cao» dwgc Oclit phit biéu 13 «tam gidc dang hop vl
‘ntra hinh- ch& nhit cé cic canh lia canh day va chiéu
cao ctia tam giicy» Pinh  ly Pythago dwoc phit biéu
duwdi dang: « Hinh vudéng dwng trén canh huyén cta
mdt tam giic vudng ding hop v&i hai hinh vudng
dung trén hai canh gdéc vudng s

Cudén 2 gbm cic ménh d& co bin cha «dai sé hinh
hoc», tirc 13 nhitng ding thirc vé dai s6, nhung phat bidu
nhw 12 sy ding hop gitra cic hinh. Vi dy, ding thac
(@ + b)2 = a? + 2ab + b2 dwogc phat biéu 13 : « Hinh vudng
dyng trén téng ctia hai doan thing thi ding hop véi hai
hinh vudng dwng trén'cac” doan dé va hai hinh chir nhat

¢6 hai canh I3 hai doan d6,.
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Cudn 3 néi vé cic tinh chit clia dwdrng tron, tiép tuyén
va gidy <ung. O diy dic biét ¢S dinh ly vé phuong tich
ctia mdt diém d38i véi dudng tron.

Cudn 4 trinh bdy phép dwng cic da gidc déu v&i sb
canh 1A 3, 4, 5, 10, 15. Phuong phip dung hinh 15 canh
déu rit hay va cé l& 1a ctia chinh Oclit.

Cubn 5 trinh by ly thuyét ti 18 ctia O'ddcx véi sur
chinh xic cao va chit ch& vé lip luin.

- Trong cudn 6 chiing ta thiy 1y thuyét vé cic hinh déng
dang va frng dung vio cidc bai todn twong dwong véi

J—

b
viéc giat phuwong trinh bic 2 dang — (a + x) x = S.

Cudén 7, 8 vi g ¢cb6 ndi dung 12 s6 hoc vé cic s8 nguyén
‘direre trinh bay duéi dang hinh hoc. O diy ta gip thujt
tinh O’clit vé viéc tim wéc chung 1&n nhit.

Cudn 10 gdm cic phép dung hinh hinh hoc d&& tim
cic cin b3ic hai ctia cidc s6 nguyén. Ta thiy cé cic phép
dung cic doan thing dang a + /a2 — b, / a2 4 b + a,
v/a + /b cic cin bic hai va cin bic 4 ctia ching, v.v...

Ba cudén cudi cting ndi vé hinh hoc khéng gian,

Cudn the 11 gdm cic dinh ly vé vi tri twong d6i
ctia duwong thing va mit phing, dinh ly vé géc phing
ctia géc da dién, vé su song song va sy bing nhau vé
thé tich ctia ciac hinh chép c6é &iy va chiéu cao twong
duong.

Cudn thr 12 ndi vé ti s dién tich cidc hinh trédn va
ti s& thé tich cic hinh ddng dang. Trong cic dinh ly
vé thé tich cta hinh chép va hinh nén, O'clit &3 s
dung phuong phip «liy hét, cla O'dbdcx. '
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Cudi cang cudn 13 trinh by ti 1& thé tich ctia cic
hiuh ciu va cich dung s loai khéi da dién déu. Ménh
a8 cudi cung khing dinh ring ngoai 5 loai khéi da
dién ddu d6 ra khdédng cdn mét loai nio khic.

Toan bd tic phim cfia O'clit thé hién y d6 muén
'x3y dyung hinh hoc mdt cich hét sirc chit ché. B&i
vay ta thiy ring 6ng d3 khéng dang trung diém cua
ndt doan thang cho dén khi mia chwa chirng minh
~duwoc s ton tai cfia néd. Trong cudn 3 6ng d3 chirng
minh mét cich thian trong ring «mdt duwdng thing di
qua hai diém ctia duwdng trdn thi phii di qua nhitng
diém nim trong dudng tron». Nhung nhw trén ta da
ndi, y dd 4y khodng thirc hién dwoc mét cach triét dé.
vi 86 tién dé ctia O'clit khdong da. duang.

Mot nndn xét khic: ta khong hé gip trong tip «co
ban» nhitng {rng dung thwc tién ctia hinh hoc. Thim
chi khéng thiy nhic dén thuwdéc va compa la nhitng
dung cu dwng hinh d&&¢ dung dwdng thing va duong
tron. Piéu d6 khdng phii riéng gi trong tip «co banx»:
dé 1a mdt tic phong chung cta thé&i biy gidr trong pham
vi hinh hgc. Cic vin dé cua todn hoc ng dung va
nhit 1a k¥ thuidt tinh todn khdéng dwoc coi trong va
do d6 thanh twu trong linh vwc d68 rat nghéo nan so
vé&i cadc vian dé ly thuyét.

Pé két thac phin trinh by ngin gon nay vé néi dung
cia tdp «Co ban», ching ta nhic lai rdng trai qua hang.
bao nhiéu thé hé cic nha toin hoc tip « Co ban » Vin 1%
mgt mau myc ding noi theo vé phwong phip xiy dung.
mgt ly thuyét toin hoc. Néu nhur dén cubi thé ky 19
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ching ta &3 dwa ra mdt hé tién d& diy a4 vé hinh hoc,
thi thing lgi d6 chinh 13 d3 bit ngudn tir tip «Co
ban» ctia Oclit vay'!

4. Acsimet thudc vé mdt sb it cidc nha bac hoc thién
tai ma tic phidm cfia ho cé tic dung to 1é&n va quyét
dinh d6i v&i lich s&r khoa hoc, va do dé d6i vé&i lich
str phat trién cfia lodi nguwdi. Vé mit d6 Acsimet cé thé
sanh dwoc véi Niuton. |

- Ong sinh nim 287 trrdc CN trong mdt gia dinh budn
bin gidu cé & thanh Xiracut (phia nam dao Xixin). Do
anh hudng ctia nguwoi cha 1a nha thién vidn Phidin, tor
nhd Acsimet d3a c¢é long mé say nghién clru toin hoc va
cor hoc. Acsimet d3 sang Aléxandri lam viéc trong thuw
vién ndi tieng & d6. Ong &3 lam quen véi nhidu nha toan
hoc & Aléxandri va khi tré vé Xiracut dng vin con gily
lién hé thuwdng xuyén v&i ho. Ong thuwdng viét thu cho
nhi thién vin Koéndng va sau khi édng nay chét thi viét
thuw cho Doxiphe va Eratdsthen. Nhitng birc thu nay la
nhitng cdng trinh khoa hoc thuc sy, méi birc thu néi
vé mdt chtt d¢ todn hoc trong d6 théng bio nhirng két
qui méi dwoc chirng minh chinh xdc va day du.

Khi tr& vé Xiracut qué hwong, dng 1am viéc rit nhicu
va hing say. Nhung Acsimet khdéng chi giéi han trong
pham vi 1y thuyét. Ong cdn 12 mét nha thwc nghiém rat
sang tao. Khi con & Ai cidp 6ng 43 phiat minh ra chfn
vit {(mai sau nay cdn goi 13 vit Acsimet) d& hat nudc
hién nay con dwoc st dung & Bic phi.

Tai ning vé mit 44 cha Acsimet duwoc thé hién ryc
r& trong thdi gian thanh Xiracut bj phong tda bdi quin
d6i xim luwoc La ma dudi sw chi huy ctia théng tudng
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‘Macxoen. Nhitng miy bin d4 va gwong lam chay lwong
thio giic ctia dng d¢3 Iam cho ké& tha thiét hax va khaep '
s¢, thanh Xiracut chi roi vao tay quin La m3 khi cé ndi
phan. Acsimet bi quin thu giét chét ngay nhﬁ'ng gid
phat dau tién’ khi thanh pho that tht. Lac iy véc mua
thu nim 212 truwédc CN

Céng hitn cta Acs1met vé khoa hqc rat lo'n lao vﬁt
‘phong pha. Ong d3 4p dung nhirng phuwong phép toin
hoc té nhi nhit th&i biy gi& vao viéc nghién ctru cic bai
toan hinh hoc vA co hoc. Ngwec lai chinh nhitng dinh
1y vé co hoc dic biét 1a nguyén tic don bay, d3 duoc
Acsimet ip dung dé tim ra nhing két qui méi vé toin
“hoc.. Ngoai ra, dng cdn cé nhitng tic phém vé phu'o'ng
phip tinh gin dung

- Khéng ¢é tham vong trinh béy toan bd n_hu'ng cong
hién (ddu chi trén nhirng nét 1&n) cta Acsimet, ching
ta hiy du'ng lai trén phwong phép tdng trén, téng dudi
(thu'c chit 13 phtro'ng phép tich phﬁn) ’

5. Phu'rxng phip téng tren, téng du‘é‘:, ma sau niy ta
goi 13 tdng Riman hay Pacbu, dwoc Acsimet trinh bay
trong tic 'phim «VE hinh ciu va hinh try,, «V& duong
xoin ¢y, «Vé cic phéng nén va phéng ciuy nhu 13
mét phwong tién dé tinh thé tich va dién tich. Pé 1am
thi du, ta dwa ra day phirong phép tinh dién tinh S vbng
fﬁu tlén ct'ia du'é'ng X0an %

p e g X Acsxmet chia géc & tim O (b%ng 27-')
thanh n phin bing nhau, va gqn K lé téng d:gn txch céc

hinh quat tron ngoa: ttép, S 13 tdng dién tich cic hinh
quit tron nél txeP (hinh 5}

36



Hina 5

S

n b 2 3 2 . -
Ad N * n a o ac =
s (Y Y e 2
o n n 3 n n 3
A==1

n—

1
ra\?% 1z z a? 47
S = 2 M*) T < T T e “_‘"2"0 —_—— = 73**’ -
— n n 3 n?® n

(& diy Acsimet di sir dung- cdng thirc dwgc chirng minh
tty trwdc,
n

s (rmr- PO+ DEAD h

A1 6

Acsimet d3 chirng minh ring hiéu S— S cé6 thé 1am cho
1hd vd cing bing cich liy n a4t 1én, va vi S < S
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nén tir dé o6ng két ludn S - a? ’; bing ciach chirng
minh phan chirng.

Nhu viy vé thwc chit, Acslmet d3 tim thiy :

a
as
(oomd — O
O

Bing cung phwong phip dé 6ng &3 tinh thé tich cta
hinh vién phan elipxditva hypecbdldit tron xoay (ong go1
elipxdit 12 phdng ciu codn hypécbbdldit va parabdldit tron
xoay la phéng nén ), va vé thyc chit ciing dwra dén cdng
thirc tich phin ndéi trén. RS rang 12 Acsimet thiy rat 13
mdt sy twong ty giira ba bai todn dé. Nhung 6ng chwra
4t phuong tién && néu ra mdt khii niém chung vé tich
phin dinh han, mic diis éng hinh dung rit 3.

Nhitng két qud khic trong cuén «Vé phdng nén va
phdng cau tuwong duong véi cii ¢cbng thirc sau diy:

o 2
a ) . .
S (x® 4+ b x) dx = c; +b——a§—-
(8]

Nh& phuong phip tdéng trén va téng duédi, vd cdc
tién dé sau diy Acsimet d3 gidi quyét duwgc nhiéu bai
toan khé vé &6 dai cung va dién tich mit :

«1. Trong nhitng durdng cé chung 2 mit, dwrdng thing
13 dudng ngin nhit. |

2. Hai dudng khic nhau cing nim trong mdt mit
phing v3 cung cé hai mat chung thi s€ ludn ludn khong
bing nhau néu ching cing 18i vé mdt phia, v métdudng
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hoic bi chira trong dudng kia cung vé&i doan thiang néi
hai diém muat, hoic mdt phian ctia né bi chira coOn médt
phin thi trung véi dudng kia. Khi 46 dudng bi chira
s€ bé hon. |

3. Twong tir: trong nhitng mit cé chung bién nim
trén mit phing, mit phing 132 bé nhir. |

4. Haimit khic nhau ¢cé bién chung nim trén mdt mit
phing thi ludén ludn khéng bing nhau néu ching cung 181
vé mot phia va mét trong ching hoic bi chira hoan toan
trong mit kia va mit phing ch@a bién, hoic mét phin
bi chira cdn mét phan thi triang véi mit kia. Khi do
mit b1 chdra sé bé hon.

s. Néu hai duwdng, mit, vat thé khédng bing nhau, thi
cii 1&n s€ 1&n hon cdi bé mdt dai lvgng ma gip nd 1én
mot sb lin s& dugc mdt dai lwong 1&n hon bit ky dai
lrong nio trong sb nhitng dai lwong ¢é thé dir trong
mdt ti 1€ xic dinh .

Nhitng tién dé niy cho phép Acsimet tim dién tich
mit ciu va vién phin ciu, va tim duwoc 48 dat dudng
tron véi 46 chinh xdctay yv. Ong d3 néi tiép trong dudng
tron mot da gidc déu cd sé canh 12 bdi ctia 4 va quay
dudng tron vi da gidc dé6 quanh mét dwwdng kinh néi
hai dinh. Khi d6 dién tich Sp cita mat trdn xoay sinh
b&i da gidc d6 12 tdng cfia cic hinh nén cut. Sau &6 dng
lait xét dta gidc déu ddng dang v&i da gidc néi trén nhitng
ngoai tiép dudng trdn, va tinh dién tich S ctia mit tron
xoay sinh b&i da gidc 6. Theo tién dé 4 thi:

Sa < S < S,

trong &6 S 13 dién tich mit cau. Acsimet tinh duoc.
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Khi s6 canh n ctia da gidc tdng 1én thi S, tdng va
S, gidm theo tién dé 4. Ngodi ra Acsimet chirng
minh ridng S,: S, vé&i n cang ting thi cang tién t&i
don wvi.

Tir &6 suy ra S — 4 =r2. Két qui d6 twong dwong voi:

‘.
*;— J sin (Pd(P = X
2 0

Cing bing caich twong tir -trén diy, khi tinh 46 da:
dudng tron bing cich ndi tiép va ngoai tiép cic da
gidc déu g6 canh, dng tim thiy:
\ 10
71
Ngoai ra trong cac tidc phim ctia Acsimet, ta con
thiy dng si&r dung phuong phip vi phin (khi x3c dinh
tiép tuyén) va phwong phip cyc tri. Ong &3 giai bai
toidn circ tri ctia ham x2, (@ — x) va tim thiy ring
khi x—=2a/3 ham dat gii tri cyc dai 13 4a® /27. Vio thé
ky XVII, Pixi va Torixenhi &3 4p dung thanh cong
phwong phap ctia éng dé tim cyc tri ctia ham

1 .

xm, (a—x"), o < x < a.

Cic nghién ciru ctia Acsimet khéng dwoc phit trién
trong tinh hinh todn hoc th&i biy gid vi con dudng
ctia dng vach ra d3 vuwot qui thé&i dai ctia dng rat
nhiéu. P3i hai 1in lodi ngudi quay trd vé vdi Acsimet
va d3 hai 1an cdc nha bic hoc dinh cb6 ging tién 1én
theo con dwdng ctia 6ng. Lin th& nhit xiy ra & Ai cip.
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Khi Xabit Ipn Kora (836-001} ciing cic nha bic hoc
thudc truwdng phai ctia dng 43 nam dwoc phuwong phip
tdng trén, tdng duwédi va tinh dwwrgc mét sé tich phan
mé&i. Nhung ho ciing khéng tién dwgc xa hon. Lin
the hai & Au chiu vao thé ky XVI— XVII sau khi
Viet va Pecac phit minh ra dai s6 ky hiéu ciing nhu
khi Pecac va Pecma phdt minh ra hinh hoc gidi thich.
Liac &6 d3 cé diéu kién dé& phép tinn vd cung bé ra
d&i. Nhung dé dat dwoc didu d6 di phai tip trung tri
tué ctia biét bao nha bac hoc 14i lac tir Képle, Galilé
cho dén Niuton, Lépnitx. Tat cA ho, trén mdt mirc db
nao d6 déu dwa trén cdng trinh ctia Acsimet vi d&ai.

6. Nha hinh hoc vi dai th® ba cta th&i dai Hy Jap
héa 1a Ap616ni (khoang nam 200 -— 170 truwéc CN) qué
& vang Tiéu A. Ong dén Aléxandri Itic con nién thidu
va hoc tip dudi su huwéng din ctia cdc nhi toan hoc
thudc trudng phii C'lcit. Mic dau cic cbdng trinh cta
dng chwa thé so sinh vé&i nhitng tdc phim thién tai
ctia Acsimet, nhwng dng d3 dé lai trong lich sir hinh
hoc nhitng trang cwc k¥ quan trong va sang ngoir. Mang
lai vinh quang cho é&ng 13 tdc phim tuyét dep « V& cac
cdnic» gbm 8 cudn ndi vé cic giao tuyén cdnic. '

Nhuw ta d3 thdy, vao thé ky V trude CN, Menéc di -
biét vé giao tuyén c¢dnic xem nhu 13 giao tuyén cta
mét mit nén tron xoay vé&i mét mit phing vudng géc
véi duwdng kinh. Apbdloni d3 xét vin dé modt cach tdng
quat hon. Trudc hét dng xét mit ndn tron xoay gdém
hai ting. Nhu viy dudng hypecbdl ctia éng s€ c6 hai
nhinh. Sau nita 6ng x¢ét mit nén bit ky, vé&i géec &
dinh tuy y, va xét giao tuyén tao v&i dudng sinh mét
gdc tiy y. Vé thuyc chit dng &3 xét cic dudng cdnic
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khéng ph3i theo mét hé toa d6 vudng gdéc ma theo
mét hé toa dd xién nao d6, véi mdt truc toa d§ 1a duong
kinh va truc kia 13 tiép tuyén cfia cdnic tai mat cha
dudng kinh 4dé. i

Sau khi dinh nghia cdnic nhd khéng gian nhuw viy,
Apbdldéni cling d3 dwra né vé dang phuwong trinh va dng
d3i phin loai dwdng codnic theo dang phuwong trinh cta
ching, nhuw viy 13 ong d3 xét vin dé theo quan diém
ctia hinh hoc giai tich. V&1 hé toa d6 nhuw d3 néi Ong
tim thiy phuwong trinh cta parabdl, elip va hypecbél
1in lucot la: '

p p
y2 = 2px , y%-—= 2px — a x2 , y% = 2px + - x2

Apdldni biét rit rd ring sw phin loai 4y chi c6
nghia néu dang phwong trinh khéng thay déi khi ta
thay 441 hé toa d6. Trong cudn 1 dng d3 giii quyét vin
dé& d6. Sau khi dinh nghia cac gidy cung lién hop va
cac tinh chit nhu: gidy cung lién hop vé&i mét duwdng
kinh va di qua mtt ctia duwdng kinh chinh 13 tiép tuyén,
dng &3 chirng minh ring : dang phuong trinh s& khdng
thay d8i néu ta chuyén sang hé toa d® mdoi cé6 mot
truc 1la duwdng kinh va truc kia 1A tiép tuyén ctia cdnic
tai mut ctia dudng kinh. Nhuw vay 1a ¢é phin loai dudng
cong, Apbdldéni &3 xét cac tinh chit ctia phuong trinh
dai s6 biéu thi cho chiung, ti¥c 13 nhitng tinh chit
khdng thay déi qua phép bién ddi hé toa d6 ndi trén.
Chi dén cudi thé ky XIX twr tudng nay ctia Apdloni
méi dwoc hiéu rd sau khi Kléin dwa ra «chuwong trinh
Eclanghen », trong d6 hinh hoc dwoc dinh nghia nhue
13 khoa hoc vé cic bait bién ctia mdt nhém cac phép
bién hinh. |
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Trong cAc cudn tiép sau, Apdléni d3 nghién cdu cic
dudng cdnic mdt ciach k§ cang, néu lén nhitrng khii
niém va cic tinh chit cla chting nhuw : tiéu diém, cuc
tuyén, circ diém, tiép tuyén, phip tuyén, cdc vin dé nhur:
s& giao diém c@a cic cdnic, cac dinh ly vé dién tich
va ca cac dinh ly ndi tiéng sau day:

2. Tdng binh phwong cic dwong kinh lién hop ctia
mét elip bing tdng binh phwong cic truc chinh.

2. Hiéu binh phuwong cdc dudong kinh lién hop trong
mét hypecbdl bing hiéu binh phwong cic truc chinh.

3. Hinh binh hanh dirng trén hai dudng kinh lién .
ho'p ctia mét elip hodic hypecbdl ¢é dién tich khéng &4i.

Trong tic phim ctia minh, «Apdléni khéng nhirng
chi phit trién phuwong phip ctia hinh hoc giii tich ma
cdn cd phwong phdp cta hinh hoc xa anh, nghién ciru
nhitng tinh chit khdng thay d6i qua phép chiéu xuyén
tim (ly thuyét cuyc tuyén, cuc &iém vé thwc chit A
thudc hinh hoc xa anh).

Trong lich sir toin hoc, giao tuyén cbdnic mdt thoi
gian dai khoéng tim thiy su dp dung, néu khéng dé y
dén viéc nghién ctru sy phin hdi ctia tia sdng theo mit
gwong hinh parabdldit trdn xoay. Chi dén thé ky XVII
tw twrdng ctha Apdldni méi dugc phuc hdi: Fecma va
Pécac chuyén phuong phip cta dng sang ngdn ngit
dai s6 1am co s& cho hinh hoc giai tich. (Nhuwng trong
pham vi co hoc thién thé thi cidc dudng cdnic 43 duwoc
4p dung sém hon mot it: Képle d3d chirng minh ring
cic hanh tinh trong hé théng mit trdi chuyén déng
theo dwdng elip mi mit trod 13 mét tidu diém.
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- q o r ® - A .o ’ r + ~ L
Galilé chirng to rang moét vién dia ném di thi chuyen
déng theo duwdng parabdl. Nhurng tit cd nhing diéu &6
deu mudn hon rit nhidu so vé&i phat minh ctia Apdloni).

Nhw viy, giao tuyén cdnic clia Apdlédni 1a3 mdt thi du
vé mdt ly thuyét todn hoc dwoce phit sinh trudc khi néd
can thiét phat sinh ra. Trong toin hoc khdng hiém nhirng
tredng hogp nhiwr viy. Ching han, co s& cho hoc thuyét
twong d6i cia Anhxtanh (1905 — 1916) d3i dwoc xay
dung bédi Gaux nim 1827 va Riman nim 18s4 ; 1y
thuyét nhém ip dung réng rii trong co hoc lwong tir
duwoc sinh ra rit sém so v&i moén hoc &6. Nhuwng dau
sao ly thuyét giao tuyén cdnic ctia Apbdloni vin 1a mét
- thi du la lang nhat,

. 7. Sau Apbdldéni, bit diu mdt sir ngirng tré vé khoa
hoc. Nhitng nghién ctru riéng 1& trong khoing haji thé
kv sau d6 khéng vwot pham vi nhitng vin d& ma ba
nha hinh hoc vi dai 1a O’clit, Acsimet vd Apbidni di dé
cip dén. Nguyén nhin cin bin clia tinh hinh néi trén
1A nhitng cudc chién tranh lién mién x3iy ra trén linh
thdé ctia cidc qudc gia Hy lap héa. o6 chinh 1a théi ky
dé qudéc La m3 ra d&i (vao thé ky III truédc cdng
nguyén). Quin &8i LLa mi xim chiém Xiracut nim 212
trrdec CN, Cacphahen va Hy lap nim 146 truédc CN,
Babilon nam 64 trudéc CN va At ¢ip nim 30 trudc CN.
Cic qudc gia Hy lap héa 1an lwot mit sy dbéc lap vé
chinh tri va tr& nén nhirng tinh thanh ctia La mai.

Pé qudoc La mi3 trong khi tién hanh cic cudc chién
tranh xam lugc d3 pha hoai cic trung tim khoa hoc
ma sau nay khdng thé phuc héi lai dwoc. Thu vién
gidu sich vé & Alécxandri bi d6t chidy mét phin khi
quin d6i X&da chiém thanh nay (vé sau cdn bi chdy mét
s6 lan ni¥a).
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Cudc séng kinh té va vin nda ctia cdc qubdc gia Hy
lap héa bi ngitrng tré. Nhirng tuw twdng siang tao cta
nhin din cic nuwdc nay thdi khoéng cdOn anh hudng tdi
cac dian téc phuwong Pdéng nita. Ngwec lai bat didu niy
sinh tu twdng sung bai phuong Déng mdt cich huyén
bi. Con nguwdi mudn thoit khéi cudc sédng hién thuc
diy dau khd bing cich di tim nhitng hoc thuyét tdn
gidao khic nhau hé&a hen cho ho mdt cudc séng té6t dep
hon & mdt thé gidi khiac.

Chi c6 vao nhirng thé ky dau tién sau cdng nguyén,
khi dé quéc La mi d3 & vao thé virng manh, tinh
hinh kinh té bit diu 6n dinh, thi nén khoa hoc Hy lap
m&i dan dan séng lai.

Thanh Aléxandri lai dan din khéi phuc dwoc vi tri
trung tim vin héa. & diy vio hdi biy gid ndi 1én tén
tudi ctia hai nha hinh hoc xuit sac : Hérdng va Ménélai,

8. Hérdng (thé ky I) 12 mot nhd k¥ swr tai gidi va
mdt nha toin hoc nghién ciru via binh luin tip « Co
bin » ctia O’clit. Ong viét cudn « Métric », trong dé tip
hop cic codng thirc khic nhau dé do dac cic hinh. &
diy ta gip cdng thirc ndi tiéng cfia Hérdng d&é tinh
mot tam gidc theo ba canh ctha né. « Métric» duoc viét
ngin gon va rd rang. Phin 1&n 12 nhitng cdéng thic
va minh hoa bing thi du. Néu cé chirng minh thi
chirng minh gon va ddng. Hérdng cdn dwa vao tic
phim minh nhirng cdéng thiérc gian dang. Vi du 4é tim
cin bic hai clia mdt sb, 6dng d3i dang cdng thirc

o ) | 1 N . -
VvV N = (-—2— a -+ —a—) trong d6 a la sé nguyén lé&n

nhit cé binh phuwong bé hon N.
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Ménélar (thé ky I — II) 12 mét nha thién vin. Nim
98, 8ng ti€én hanh quan sit thién vin & Rom va viét
thinh mét cudn siach, sau ndy khéng tim thiy. Cuén
« Mldt cdu» ciia SBug.. con truyén 1ai dwoc ngay nay 12
do bidn dich ra tiéng A rip cfia Xabit Ipn Kora. Trong
cudn sich ndy, Ménélai di trinh bay hé thdéng hinh
hoc trén mit ciu, va d6 chinh 12 hé théng hinh hoc
dau tién khic v&i hinh hoc O'clit. Ong d3 chiéng minh
nhitng tinh chit co ban ctia tam gidc ciu, trudng hop
bing nhau ctia ching va chirng minh riang tdng cac
géc trong tam gidc cau 1&n hon 18oo.

Mot phin cudn sich danh cho lwong giidc trén mit
cdu. Trong phin nay ta thiy dinh ly ndi tiéng ctia
Meénélai vé cic tuyén ciia tam gidc : Néu mdt cit tuyén
cat cidc canh AB,BC,CA cfia tam giic ABC tai cic
diém C’, A’, B’ thi

AC BA’ CB’

C'B ° AC ' PBA |
Céng thirc d6 chuyén sang mit ciu nhd phép chiéu
xuyén tim d3i trd thanh moét cdng thirc vé cic diy
cung trén mit cau.

= I

5

9. Viao nhitng thé ky dau tién sau cdng nguyén, dao
Co d6c trd nén qudc gido cita La mi va la mét ké tha
thwe sy ctia khoa hoc. Thw vién bi pha hty, sich v&
bi 46t chiy, cic nha khoa hoc bi nhuc hinh. Piéu d6
khéng ldy lam la : khoa hoc 'am cho con ngudi cé 6c¢
phé phin, cé thdi quen phin tich khoa hoc cac sy kién,
ma didu d46 thi khdng cé loi cho sw truyén ba dao co
d6c ctia nha thd. Khiu hiéu ctia nhi thd lic biy gid
12 « Sau khi c¢6 P&c chaa, ching ta khéng ¢in mét sy
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hidu biét nio khic. Sau khi cé6 kinh Phic Am ching
ta khoéong cin nghién cru gi nira hét.

Thanh phd Aléxandri bi sup db. Cic td chic khoa
hoc cidc truedng hoc phi thién chua gido déu bi déng
ctra. Nim 412 trudng phii khoa hoc & Aléxandri bi
gidi tdn, nha n& toan hoc Ghipatia ngudi linh dao ctia
tredng phai b1 phanh thiy. Sy nghién cdfru toin hoc
thuc suw bi ngirng tré.

Trong th&i ky ndy, vé nhirng thinh cdéng trong pham
vi hinh hoc chi cé thé ké dén cudn « Tuyén tip toin
hoc» cfia Pap (thé ky III), lién quan t&i hinh hoc xa
dnh va viéc nghién ciru cic duwdng cong trén mit Xuyén
va mdt s6 mit khiac. Trong tic phdm nay ta tim thay
dinh 1y ndi tiéng ctia éng: « Néu trén mdt duwdng thing
ta lay ba diém A, B, C va trén mdt dudng thing khic
ta ciing liy ba d&iém A’,B’,C’ thi giao diém cta AB”/ va
A’B, BC’ va B’C, AC’ va A’C nam trén mdt dudng
thing ». Pinh 1y nay vé sau dwgc Pécac va Paxcan md
réng (th2 ky 17), didnh diu sy xu®t hién mén hinh hoc
xa anh.

10. Hinh hoc trong thoi dai Hy lap ¢d d3 ¢cé mot
tiac dung 1én lao d6i1 v&i sy phit trién hinh hoc va toin
hoc néi chung. Chinh vio th&i ky nay, hinh hoc di
thiwc s trd thanh mét khoa hoc suy dién, va dat duoc
nhiing tién bd rit 1&n trong viéc hinh thadnh cac phuwong
phip dé nghién ciru néd. Cic thanh tuu cda hinh hoc
Hy lap nhuw ly thuyét vé cac dai luong vd wéc, vige
nghién ctru cidc bai toidn khdng thé gidi quyét dugc
bing thuéc va compa, nghich 1y vé vd han via phuong
phap «liy héts, phuwong phip tich phin va vi phianctia
Acsimet, giao tuyén cdnic clia Apdldni, phuong phap
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tién dé, hinh hoc cau ctta Ménélai..., &3 cé tic dung
quyét dinh cho sy phit trién ctia todn hoc trong rat
nhidu thé kY sau d6. O diy xuit hién nhitng tw twdng
Ién ma phai hang ngin nim sau mdéi hoan thanh duoc.
P3 nhiéu 1an cic nhi toin hoc ngay nay cidm thiy mot
cach rat rd ring ho dang lam nhitrng didu ma thoi ¢cd
Hy lap ngudi ta d3 lam. P3 nhiéu 1an cic nh3l toan
hoc ngdy nay phii quay trd vé véi Oddcex, Oclit,
Acsimet... va lai phit hién ra & nhiing con ngudi vi
dar d6 nhitng tu tuwdng va phuong phip mdi giup
ich rit nhiéu cho sw tién lén ctia toin hoc hién tai.
Va diéu d6 chic chin vin s& cdn xiy ra.
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Chwong 1V

HiNH HQOC & TRUNG QUOC,
AN PO VA CAC NUOC HOI GIAO
VAO THOI TRUNG CO

1. Nén vin héa Trung Hoa xuit hién tir thién nién
ky II trudc CN (thién nién ky — 1000 ndm) & luu vyc
séng Hoang va sau d6 lan dan dén luu vyc séng Duong
Té&. Nha nuwédc Trung Hoa dau tién xuit hién tir thdi nha
An (thé ky XVIII — XII trirde CN). Ngudi ta d3 phit
hién nhitng d6 sanh vao khoang thdi kg nay, trén d6
cd v& nhitng hinh trang tri hinh hoc nhw hinh s canh
déu, 8 canh déu va 12 canh déu. Van ly truwéng thanh
ndi tiéng ciing dwoc xiy dwng vao th&i kv nay.

Viao thé ky VI trudc cdng nguyén, xuit hién nha tuw
tudng ndi titng Khdng tlr (ndm 551 dén 479 truwéc CN),
ngwrdi siang lip ra phii Nho gido, ddng thdi ciling biat
diu xuit hién khoa todn hoc va thién vin hoc. Pi ¢
nhitng cudn sich gido khoa dau tién vé toan hoc, mic
diu hién nay van chua tim thiy duwoc, nhung cé 1& cling
tueong tw nhu cudn « Clru chuwong toidn thuit, ma ta sé
ndi ky vao doan sau.

Caic tai liéu toan hoc c¢bd dai Trung Qudéc codn luu
duwoc dén ngdy nay thwodong ndi vé tinh hinh todn hoc
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_ Vao cudbi thién nién k¥ I trueée CN. DS 14 vi vao ndm
213 trirdec CN Tan Thiy hoang ra 1énh d6t hét sich v
ctia phii Nho gido. Tuy thé, sang dén do&i nha Han,
cic cudn sich cb din dan duwoc khéi phuc lai, chli yéu
dwra vao tri nhé. Vao thée ky IT trudc CN, k¥ thuit lam
giﬁy du'o'c phét minh git’zp cho viéc lu'u truyén ciac van

toan hoc ¢ nhit vio tho‘l ky nay.

Vao d&i Pudong (thé ky XII — X} Trung Qudc chiém
doat mét loat nuwéce lang giéng, md réng dit dai tir bién
Podng sang t&i Tibé va tir Van Ly Trudng Thanh dén
bién giéi Viét nam. Sy lién hé budn bin giitra Trung
Quobc véi An dd, Nam Dwong, Iring, Trung A bﬁt dau
m& réng. Pén thé ky VIII, Pao Phit niy sinh & An a6
dwoc truyén bi sang Trung Qudc, dbéng thdi véi ca
nhitng kién thic khoa hoc ctia An aéd.

Tir thé k¥ X — XIII, thi cbéng nghiép va nghé thuit
phat trién cao. Nguwdi ta d3 phat minb ra dia ban va
thudc sting. Vo thé ky XIII, Méng ¢ xidm chiém Trung
Qudc, ho bit vé nuwéc minh cic nha chuyén mén, the
Ianh nghé¢ vé k¥ thuit xiy dung va k¥ thuit vi khi, ca
thiy béi va thiy cang. Nhitng ngudi nay sau d6 1ai theo
- doan quin xim luroc Mbdng cb sang viang Irdng va TrungA,
vi thé v& sau tai cic vuang niy, xuit hién cic nha bac
hoc Trung Quéc. Tiép 46, cdc nha bic hoc ctia cdc nuwédc
Hy Lap héa ciing biat diu sang Trung Qudc, trudc khi
nguwdi Au dit chin 1én dit nuédc bao la nay. Nhu vay
cé mét sy Anh hudng ldn nhau, va sy lién hé mit thiét
gitta cdc nén vin héa Trung Quédc, An dd. Trung A va
ca Hy Lap nita.
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Trong th&i ¢d dai, viéc gidng day todn hoc & Trung
Quéc chiém mdt vi tri khid quan trong. HE thdng gido
duc duwoc xac dinh tir hdi nha Chu vao thé ky V, viéc
giidng day va thi cir todn hoc dwoc-tién hanh mét cich
nghié¢m tic. Vao d&&i nha Pudng, trong chwong trinh
hoc cia nha nuéc, toidn hoc duoc giang day va hoc tidp
trong vong 7 nim. Muén dugc bd dung thanh nhirng
quan chirc nha nwéc cin phai tham du mdét sé ky thi,
irong ¢6 ¢é mén toin. Ngudi ta d3 tii bin nhidu lin
trong nhiéu thé ky tip « Ciru ‘chuwong toin thuit, xem
nhw tai liéu gidao khoa.

Néu nhuw t&p « Cor ban,» ctia O‘cht 13 mot tic phém
théng nhit, tdng két duwoc nhitng thanh tyu vé hinh
hoc truwdc d6, va duwoc viét lai duéi médt quan diem méi
thi tip «Ciru chuong toidn thuity chi la mét tic phim
dwoc in lai khéng thay d6i, tuy c¢é bd xung thém do
nguwdi viét. Bdi viy trong dé ta thiy nhiéu sy khic biét
nhau vé trinh d6 khoa hoc. )

2. «Ciru chuong toan thuit, (tirc 1A todn hoc trong g
chuong) duwgc Trin Sanh (chét nim 1s50) viét lai cudi
cting, bao gdm 246 baii toan trinh bay rdp khudn: trueédc
hé&t néu bii toin, sau d6 néu dip sb va tédm tit cich
gidi. Nhu &3 ndi, trinh d¢8 khoa hoc thé hién qua cic bai
todn rit khic nhau. Chuwong cubi cung cé 18 do chinh
Tran Sanh viét, con nhitng chuwong truwdc cé lién quan
&1 nhitng thdi ky sém hon nhiéu.

Chuong I «Phuwong diény» danh cho viéc tinh dién tich,
Dién tich ctia hinh chi nhit, hinh vudng duwoc tinh ndt
cdch chinh xic. Khi tinh dién tich hinh trdn, hinh quat ...
nguwdi ta st dung s6 n = 3,

Cic chuong tiép theo danh cho cic bai todn vE s6 hoc.
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Chuwong cudi ciing gdédm nhirng bai todn xic dinh cdc
khodng cich va chiéu cao khéng téi duwgcec nhd dinh 1y
Pythago va tinh chit cfa tam giac ddng dang.

Vé dinh 1y Pythago thi vio khodng nim 1100 trudc
CN nguwdi ta &3 biéc tam gidc véi ba canh 3, 4, 5 12 tam
gidc vudng (Trin Hao) va dén thé ky VI trudec CN, ngudi
ta di biét trong trudng hop tédng quat (Seng Xir). Xem
chuwong IX ctia «Ctfru chuwong toin thuit» ta cé thé doan
duwoc riang sy chirng minh dinh ly Pythago dwogc tién
hanh trén hinh vé. Mét hinh vudng dung trén tdng hai
canh a, b ctia tam giic vudng cé thé dit duwéi dang tong
hinh vudng dyng trén canh huyén ¢ va bén hinh tam giac
bing tam gidc di cho (hinh 6). Mit khic né ciing c6 the
dit duéi dang tédng ctia 4 hinh chir nhit canh a, b va
hinh vudng canh a-5b6. Tdc la

(@ + 5,2 = 2ab + ¢ =.4ab + (a— b)*

Tir 46 suy ra ¢?2 = a2 - b2

Hinh 6

b ’
a _ o

Trong chwong niy cdon cé nhitng bii téin ma vé sau
ta lai tim thay trong tic phim ctia cic nha toan hoc An
d4 1a ‘Bracmagupta (thé ky VII} va B.Kbackara (XII)
nhw bai todn vé ciy lau moc gitta hd nuwdédc hinh vudng
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hay vé mdét ciy giy mi ngon dinh v&i 43t va ciach gbéc
mét khodng nao d6. Nhirng biai toian nay dwa dén viéc
tim cic dai lugng b, ¢ sao cho

aazcz—baz(c 4= b) (C“b)

ma &3 biét a va c + b hoéc c -b. Quy tic gidi duoc
biéu thi bing cic cbébng thirc:

2
’ c - b — _i._,_,,;
c— b
5 c — b = ko
Khi 46 hoic ac = 1. + K c = 1 (f’f_ 4k
. ke = (T )
2 2
hoic 2b = kb — Y (a -+ k)
k 2 k

Ngu&i Trung Qudc ciing biét ciach xic dinh bin’
kinh r ctia duwdng tron ncpz tiép trong tam gidc vudng cé
"canh géc vuéng a, b: :

i ab wong 46 ¢ = Va' I b2

_— ¥ .

a + b 4+ ¢

Pizu &6 cnu'ng té rang ho 43 b1et cidc sy kién hinh hoc
nhw : bian kinh vudng géc v&i tiép tuyén tai tiép dlém,
hai tiép tuyén vé tir mdt diém thi bing nhau ...

Trong mdét bai toidn khic ta thiy cé s&r dung dén
tinh chit: géc ndi tiép trong nira du'o'ng tron 1a géc
vudng.

3. Tir thé ky I dén thé ky III, cic nha toin hoc
Trung Qudc, ¢6 1& do adnh huwdng cta Hy lap va An
d8 bit diu nghién ctru viéc chinh xac héa ti sé gitra
d¢ dai duwdng tron va duwdng kinh chlia nd.
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Nha triét hoc va thién vin hoc Trwong Hanh
(78— 139) chirng minh riang binh phuong d6 dai dudng
tron va binh phwong chu vi hinh vudng ngoai tiép ti
18 v&i 5 va 8. Nhue viy » = {/10 = 3,162. Két qua
nay chung ta ciling tim thay & nha toan hoc An dé
Bracmagupta (thé ky VII va Angdret thé ky IX). Nha
bic hoc va nha chi huy quin sw Van Phan (chét nim
267) cé6 két qua tét hon = = 142/45 = 3,155. Ta khong
biét dwoc phwong phap tim ra két qua dé. Lwu Huy
(thé ky III) trong bai binh luin vé «Clru chuwong toin
thuit » d3 xét mét da giic déu ndi tiép trong duwodng
tron. Ong 14dp luin ring dién tich hinh trédn bé hon
dién tich hinh gém da gidc n canh néi tiép va n hinh
chit¥ nhit ngoai tiép cdc hinh vién phin thira ra, va di
dén bit ding thire:

) Son<< S<< S, -} 2 (Sa2u — Su)
trong d6 S,, va S, 1an luot 14 dién tich hinh da giac
ddu 2n canh va n canh néi tiép, S 13 dién tich hinh trdon,
Trong trudng hop dudng tron cé ban kinh 10 van = g6,

ong tim thay
169

' 64
Do d6 dng liy dién tich hinh trdn 12 314, tdc 7 = 3,14.
Tiép tuc v&i n — 3072, Lwu Huy nhin duwoc gid tri
7 = 3,14159. Nha thién vin hoc, toin hoc va ky s To
Sung Chi (430- 501) d3 tinh gid tri = véi d‘(;) chinh xac
kha cao.

3,1415926 < 7 < 3,I415927.

Ong con tim ra = == 355/113. K¥ luc v& sy chinh xic dé
m3i dén thé k¥ XV méi bi pha bdi An Kasi, va gii tri
= 355/113 lai cdn dwgc tim thiy vao thé ky XVI boi
nha toin hoc H3a lan Ottd.
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4. Cic tai liédu lich st todn d2u chirng td ring tir
thé ki XIV nén todn hoc Trung Quéc buéc viao mébt
giai doan dinh tré khi d2i. Cic kién thérc d3 ¢S khdng
duwoc phat trién va khdng dwoc truyén ba rdong rii.

Hinh hoc Trung Qudc &3 phat trién cho dén thé ky
XIV, nhung ndé chi mdi1 1a mdt tip hop cac cdng thic
d¢ tinh toin va giai cic bai todn. NS cdn xa méi trd
nén mot khoa hoc suy dién ¢d hé théng chiit ch& nhuw
& Hy lap. | |

Hinh hoc vi todn hoc Trung Quéc ndi chung khdéng
bi cd lap véi s phit trién toan hoc & cic nuwdc khic.
Vaii tram nim sau khi dinh 1y Pythago dwug¢c chiérng
minh & Trung Qudc, ta lai tim thiy & An d6. Diéu
&5 chirng td d3 cb sw trao ddi vin héa gitka hai nuwédc
vio nhjfing nim dau tién sau cbéng nguyén.

Si trao d&di vin hdéa gitta Trung Qudbc vi cic nudc
Trung A ciing dwoc chirng minh b&i sy xuit hién &
Trung A quy tic «hai 1an gid sé», sau khi né =xuit
hién & Trung Qudbc.

Qua cic nwéc An d6 va H3i gido. toan hoc Trung
Qubc ciing &3 Anh hudng t&1 chiu Au, mic diu nhiéu
phit minh quan trong ctia Trung Qudc dwoc chiu Au
biét &¢én quad mudn.

5. Nén vin héa An d6 xuit hién rit sém, vio thién
nién ky III trudc CN. Sau d6 vao thién nién ky II trudc
cdng nguyén cic bd tdc tir niém Trung A trin xudbng
chi¢m An d6 vi thiét lip & diy mot nha nuwéc chiém hiiru
nd 1é. Vao thién nién ky Itriréde CN, xuit hién kinh thanh
Vé d3; lac d6 thién vin khi phéat trién va &3 cé lich.

Tir thé ky VII trudc CN d3 xuit hién nhirng tai lidu
toan hoc chép tay.
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Nim 325 trirdc CN mét phin 1&n bic An bi Aléxandr
x1r Makéddnia xdm chiém, va sau d6 trd thanh mét bd
phin cfia Vuong quéc Sélocux. Tir 496, giira An 456 vi
Hy lap cé nhitng quan hé maiat thiét hon. Vin héa cta
ngwdi Hy lap va Batw truyén sang An d6 d3 ¢6 dnh huéng
1&n & nuwédc nay. Nguwoce lai, vidn hda An dd ciing duoc
truyén ba sang Ba tw va Hy lap. '

Nim 321 trudc CN, Sandragupta khéoi ngh1a théng loi
lap nén vuong triéu Moria ndi tiéng trong lich st An dsd.
Khi chiu ctia Sandragupta 12 Asdca (273 - 232 truedce CN)
Ién ngdi thi quéc gia chiém hitu nd 1€ An 46 d3i budc
vdo thé&i cwe thinh. Bing nhu’ng cudc chién tranh dim
mau, Asdca d3 thdng nhit dwoc hiu hét lanh thd An do,
sir théng nhit nay di thic diy sw.phdn vinh vé kinh té
va sy phat trién vin hdéa, khoa hoc, nghé thuat.

Nhirng tridu wvua thira ke ké Asdca di bat lu'c trurdc
sy x4m lin ctia nuwédc ngoai. Mii dén thé ky IV, ngudi
An d6 1ai méi tyr minh xiy durng nén virong trida Gupta
véi mot nén kinh té€ va vin hda phit trién ho'n Luc nay
An d8 &3 buédc vio ché @56 phong kién. |

Vao thdi k¥ nay bit diu xuit hién cic cdng trinh vé
thién vin vi toan hoc mang tén « Xitkhanta., (hoc thuyét).
Pé 12 nhitng cdng trinh ctia cidc nha toidn hoc xuit sac
Ariapkhata (cudithé k§'V) Varakhamikhira (thé ky V— VI,
Bracmagupta (sinh nim 598). Vio cic thé ky VII —VIII
cac « Xitkhanta» ctita Ariapkhata va Bracmagupta rat ndi
tiéng trong cac nuwdc Héigido va duocdich ratiéng Arip.

Tir thé ky IX, sau nhi*tng cudc chién tranh tan pha &

Bic An, trung tim khoa hoc din didn chuyén vé Nam An,
& diy cé nhiéu nha toan hoc va thién vidn : Magavira
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(thé ky IX), Sritkhara (thé ky IX - X), Brackara (thé ky
XII), Naraiana (thé Ik}} X1IV), Nilakanta {thé ky XV - XVI).

6. Caic kién thirc vA phit minh ctia cidc nha bic hoc
An Po trong pham vi hinh hoc thua kém rit nhiéu so
véi s6 hoc va dai s6. Mén hinh hoc & An &8 mang tinh
thirc tién, do d6 khdéng phii 12 mdt mdn khoa hoc suy
dién. Hiuy nhw khéng cé nhitng tic phim riéng vé hinh
hoc, nhitng khai niém va cdéng thirc hinh hoc thudng
nim xen trong cic tic phim vé& s& hoc hoic thién
van hoc.

Cac ménh dé hinh hocduocnéu lén ma khong chirng
minh, thwdng dwegce minh hoa bing hinh v& va viétthém
« Hiy xem !» Trong mot s6 trirdng hop méi thiy ¢é sy
2iai thich ngin gon. C&é 1€ 1a cac ching minh duoc gili
thich cho hoc sinh bing miéng. , '

Tuy vay nglf;rc‘)*i AnDé biét nhitu loai toan dwng hinh
va trng dung yao c_é‘:ﬁg viéc xdy dwng. Trong tic phim
xuit hién kha sém «Sunva Xutra , (VII—V truédc CN) ¢c6
trinh bay nhitng phwong phip xiy dung cdc dén tho va
cidc phép tinh toidn cé lién quan. ‘

Viéc xdy dung ciAc dén thd va chila chién duoc 4n dinh
theo mot s6 miu murc nhw : hinh dang. kich thuwéc va
phuong huwéng. Mubn vay phii gidi quyét mdt sé bai
todn lién quan nhu : dung géc vudng, hinh vubdng, dung
tam gidc vudng cd canh 14 nhitng sé nguyén, dung hinh
vubng gip 461 mdt hinh vudng cho trudc, v.v... Pinh
ly Pythago 1a co s& cho ciac phép dung d6.

Viéc chirng minh dinh ly Pythago duwoc dwa vao tac
phim cta Bkhaxkara duwéi dang hinh vE (hinbh ) va
chda thich « Hiy xem !». Néu ta ky hiéu a, & 1a canh géc-

57

-



vudng 'vd ¢ 12 canh huyén clia tam gidc vudng, thi dién
tich ¢2 ctia hinh vudng bing 4 lin dién tich c@ia tam
gidc vudng 46 vid dién tich hinh wvudng ¢4 canh a—b.
Nhw vay

abd
c? = Bl + (a — b)2,

2

-y

Chirng minh nay so v&i ciach chirng minh clla nguoi
Trung Qubc thi c6 gon hon.

=13

o
e,

Hinh 7

J <@
¢

Bracmagupta d3 néu 1én quy tic dé tinh gin duang dién
tich hinh chi¥ nhit bit ky, 12 tich ctia cic nira tdng sb6
cic canh d6i dién, giéng nhuw ching ta 43 thiy & ngudi
Babilon. Sritkhata d3i nhin xét ring quy tic 4y khong
nén 4ap dung cho twr giéc bat k¥, va néu ra cdng thirc
tinh dién tich hinh thang nhtr hién nay.

Bracmagupta cdn néu lén mét cdng thirc tinh dién
tich hinh chié®r nhit tvong tw nhu cdng thirc Hérdng :
S V= (b = ),
trong d6 p la nira chu vi, a, b, ¢, d 1a céc canh. Thuc
ra cébng thirc d6 chi dding d6i v&i t&r gidc ndi tiép. Ong
khéng néu 1én nhin xét 46, nhung dng chi ap dung

-
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d6i véi hinh thang cdn va hinh chi nhit ¢é hai duwdng
chéo vudng gbc vé&i nhau,

Cac giad tri gan dang cha = cing tim thiy trong cac
« Xitkhanta ». Ching han trong « Pulixo, Xitkhanta » (thé‘:
k¥ V) c6 ndi ring 46 dai dudng trdon va duong kinh
ti 1@ v&i 3927 va 1250, nhuw vay la = = 3,1416. Ariapkhata
thitim thiy » duwéi dang 62832 1 20000, cdOn Bracmagupta
thi diing = = /10 (cd 1& liy theo nguei Trung Quéc).

Sritkhara néu ra quy tic tinh thé tich hinh ling tru
la V —= SH, coOn thé tich hinh nén cut diy tron 1a:

~H .
V = 3 [Rz—,LrR —+- rz]trong dé = = /10,

con thé tich hinh nén 1d V — . SH.

3
Bkhakara cdn néu quy tic tinh thé tich hinh ciu :
V = _‘;-» 7R3 v&i o= 3,1416.

Vé Iwong gidc ta cing tim thiy trong cdc «Xitkhanta»
nhirng cdng thirc sau diy «viét theo ky hiéu hién nay) :
Sin%? & -+ cos? % == 1.
Sin o cos (go® — &)
Sin (x + B) sinx cos 3 + cos& sin B
Trong « Xuria Xit Khanta» ctia Ariapkhata, ta thidy cé
mét ban tinh sin ctia cdc gbéc cich nhau 3°45’, kha chinh
xdc. Trong cdc bang luong gidc duoc thiét lip sau 46,
s chinh x4ic ngay cang cao. Pic biét Bkhackara d3 liap
badng sin cach nhau 1°. Ngoiai ta cling cdn cbd cic cdng
thive luvong gidc ciu, 4p dung trong thién vin.
7. Nhin chung, tinh hinh phat trién hinh hoc & An
Pé cling tuong tw nhu & Trung Québc. Nén toan hoc

i

I

59



An D6 ciing c6 nhidu dnh hudng téi sy phat tridén tosn
hoc & phuong Pong ciing nhu phuong Tay nhw ng dang
tiéc 12 nhitng cdng trinh ctia cac nhi toan hoc An Db
viét vio khoing thé ky XV -— XVIII khéng duwgc ngudi
nuwé&c ngodi biét dén, ma lai duwoc « phat minh lai» bdi
ngwrdi Au chiu.

RS rang l1a nhitng cdng hién ctia nguwdi An DS vio
sir phat trién toin hoc ctia thé giéi s€ cdn 1é&n lao hon
néu An Do khéng bj roi vio ich thudc dia cta dé qubc
Anh hang méiy trim nim.

8. Vio thé k¥ VII & vang ban dao A ri3p xuit hién
mot tdn gido méi goi 132 Hoi gido ma ngudi sing 1ip
14 Mdhamet (571 — 632). Sau khi Méhamet chét, nhitng
nguwdi ké nghiép dng di tiéd hanh mot cudc chién tranh
xidm lwgc réng 1é&n, dung guwom, Iira dé truyén bi va
cting ¢6 dia vi théng tri ctia dao Hdéi. Ho d3 chiém Xili,
Babilon va Iran nim 637, Ai cip nim 642 vi chiém
toan bdé Bic phi vao nfra sau thé ky VII, Nim 7-11,
nguwdi A rip tién tir chiu Phi vio Tiy ban nha va nhanh
chéng chiém duwgc toan bd ban dido Piréné, va dén thé
ky IX chiém ludn Xixin va Nam Y. Nim 712z ho biat
diau d&inh Trung A, chiém vung Zagapka va mdt phan
An Dé. Ngudi A rdp di dén diu déu o6 tinh phi v& cac
truyén théng vin hdéa Hy lap — La m3 dé thay thé bing
nén vin hdéa HSi gido. Pao Ho6i d3i chiém duoc dia vi
théng tri va tiéng A rip d3 trd thanh ngdn ngiy chinh
thirc duwoc dung trong vin hoc nghé thuit vi khoa hoc.

Nim 762 thit dd ctia dé qudc A rip la Batdat (trude
kia & Pamat), mdét thanh phd thu'o'ng mai phat trxen
Cic nhia budn bin di tir d6 d&i An P 6, Trung Quoc, CaAC
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nwéc chiu Au & vang Pia trung hai v chiu Phi. Ngoai
ra chinh quyén Batdat rit chi trong van dé canh tic
va thay loi. |

Tit cd cic mait hoat ddéng kinh té d6 d3i tao diéu
kién cho toin hoc va thién vin hoc phat trién. Thém
vao dé, nha cam quyén ciling &3 thi hanh mét ché dé
bdo tro khoa hoc. Cic nhi bic hoc duoc trd luwdng cao.
Nguwéi ta xdy dung nhitng dai thién vin, cac thw vién 1on.
Cic tic phadm cb cta Hy lap dwoc dich ra tiéng A rip.
Caic nha bac hoc lén & khip noi duoc moi vée Batdat
fam viéc, Vao thé ky I1X-X, cic nha bac hoc ndi tiéng 1am
viéc & didy phin 1én 13 ngudi Trung A: An Gorézmi
(787 — khoang 8s0), An-Macbzi, An Pecgani (thé ky IX),
hodc 1la con chiu ngudi Babilon nhu Xabit Ipn Kora
(836-901) va chdu la Ibrahim Ipn Xinan (go8 -—g46)
An Batant (khoang 850 — g29).

Vao thé ky X, mdt sé nudc bi chiém déng 43 danh
duwroc d8c lip, nhung vé tén gido viAn gitt dao Hoi. Ving
Horaxan (t&rc vang gdm Thd nhi ky va mét phin Iran
biy gid) va ving gitra hai sbng Amuadaria v Xuwdaria théng
nhit lai thanh mdt qudc gia ddc 1ap véi thi d6 13 Bukha.
Gorézm ciling danh dwoc déclap, con vang Iran va Babilon
thi théng nhat thinh mét quéc gia duédi cic vwong triéu
Buit, viao thdi niy sinh nhiéu trung tim khoa hoc nhw
Bukha va Gorézm, & d6 c6 nhiéu nhi bic hoc nbi tiéng :
Ipn Xina (98o—1037) va An Biruni (938—khoang 1os50),
& Bic Phi va Tiy Ban Nha ciing thiét 1ip mét quéc gia
déc lap v&i tht d6 14 Cairrd. Caird ciing nhanh chéng trd
thanh trung tdm khoa hgc, ¢c6 Abu kamin (khodng 850—g30)
va sau nay nha vit ly vi dai An Haxan Ipn, An-Haixam
ciing dén lam viéc & day.
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Vio thé ky XI, ving Trung A, Iran, Xiri va Babilon
bi nguwdi Thd chiém déng va sau dé6 vao thé ky XIII, bi
nguwdi Mbng cd chiém déng. Trong cac vang nay, ké
chiém déng ciing td chirc nén nhitng trung tim khoa héc.
Nha bac hoc 1&n ciia thé ky XI Oma knaiam (1048—1131)
d3 1am viéc & Ixphakhan (Iran) con Naxia At Din At-Tuxi
(1201 —1274) lam viéc & Maraga (Azecbaigiang).

Viao thé kj XV, d6i quin cia Timua xim chiém ving
Trung A, Iran va modt sé viang khac. Tai thi d6 Xamakanga
lai thiét lap mdt trung tim khoa hoc méi dirng dau 1A
Ulucbéc, chau cfia Timua. Tai dai thién vin céa trung
tim nay cé6 nha toan hoc Giax An-kasisAt-Din (chét khoang
'1530)- ' S

Cic hoat dd6ng cfia cic nh3 toin hoc A Rip rit phong
pht va dbc ddo. Ho d3i tiép thu duwgc nhitng di san quy
bidu cta Hy lap ¢, nim vieng va tu chinh cic lujdn vin
ctia O'clit, Acsimet, Apdidni ... va trén co s& d6 hinh
thanh mdt nén toin hoc riéng ctia minh.

9. Trong pham vi hinh hoc, nguwdi A Riap cha trong
dén viéc dp dung cic phwong phip tinh toin v3a cic bii
toan dwng hinh. Cudn ¢ Vé dudng tron, ctia An — Kast
12 mét thi dy dién hinh vé nghé thuat tinh toan, trong
d6 @6 dai dudng tron dwoce tinh bing gii tri trung binh
cdéng gilta chu vi clia da giac déu ndi tiép va ngoai tiép
véi s6 canh 3.228, Piéu 46 cho phép dng tim thiy =~ = 3,
141 502 653 589 793 25, chi sai ¢c6 con s6 5 cudi cung
(dang 1€ 13 3). Mdét sy chinh xic cao nhw thé 150 nim
sau A.Van Rd6dmen méi tim thiy. Cin néi thém ring cic
nha toian hoc Hbi gido ciing d3 cé y kién vé tinh vd ti
ctia s6 7, mdt sy kién ma chi dwoc Lambe va Logiindro .
chi*ng minh vao thé ky XVIII. '
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Phuwong phap dung hinh d3 phat trién khi phong phd.
Ibrohim Ipn Xian (908 — ¢46) chiau cfia Xabit Ipn Kora
d3 viét mdt cudn sich vé ly thuyét diwrng hinh nhan dé.
« Vé phuong phdp phian tich téng hop va vé cic phuong
phip khic trong bai todn ding hinh,. Trong cuén «Vé
paép dung ba giao tuyén cdnic»r, Ipn Xian d3 xét bay
phuwong phip dung elip, hypecbdl va parabdl bing thudc
va compa theo cdc diém. Abu Xait As Xitgizi (thé ky
X-XI) trong cudn « Md td cic giao tuyén cdnic » d3 xét
viéc dwng lién tuc ca ba dudng cbdnic bing cidi goi la
compa hoan thién. PS 14 mdt loai compa ma khi quay
t11 mdt chin ctia ndé cé6 thé ngin lai hay dai ra.

Viéc dung elip nhd mdt vong gidy long qua hai tiéu
diégm cfia nd ciing dwuoc néi dén trong cudn «Vé duwdng
tron kéo dai» cha hai anh em Banu Muxa An — Haxan
vao thé k¥ IX. i

Mét s6 1on cdc bai toin dyng hinh duoc trinh bay
trong cudn « Ban vé nhitng kién thdc hinh hoc cin thiét
d6i véi ngudi tho thit cdéngr» ctaa Abu Vapha An —
Bugiani (g40—980), Ngoai nhirng bai toin gidi dwoc bing
thiréc va compa mdt cich chinh xdc, trong siach con
trinh bay cic phép dirng gin dung, vi du dyng da giac
7 canh va g canh déu; lai con xét cid phuong phip co
hoc dé chia 3 mdt géc va gip d6i hinh lip phuong. Pic
biét cdn thiy nhirng biai toin dyng nhd compa ¢é khiu
dd kanodng ddi. Cic bii toan dyng hinh trén mit ciu cta
dng rit ding chi y: bén canh cdc bai todn so cip cta
hinlh hoc cau, 6ng con gidi quyét ciac bai toan chia mit
cau thanh mdt s6 da giic ciu bing cich chiéu tir cic
hinh da dién déu va nfra déu ndi tiép 1lén mit ciu, lay
tim chiéu 12 t3Am hinh cau,




Trong s6 cac bai toan clia Abu Vapha dang chid vy
nhit 12 mét bai todn cé6 phuwong phap dung rit thong
minh sau diy : dung mdt hinh vudng cé dién tich bing
ba hinh vudng bing nhau cho truwéc. Phép dung dwoc
mo ta trén hinh 8.

!
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Hinh &

Ong di vach ra sy thiéu chinh xic ctia phwong phip
ma the thtt céng thudng dung d€ giai bai toin d6. Ngoai
ra ong con néu lén mdt phuwong phip gidi khic : canh ctia
hinh vudéng can tim 13 duwdng chéo ctia hinh lap phuong
dung trén hinh vubéng di cho. Quan trong nhit 13 nhin
xét sau diy ctia dng vé phuwong phip d6 « Cling tirong ty
nhw viy néu ta muén dyng mét hinh vudng gdm tir mdt
s6 nhiéu hon 3, hay it hon 3 hinh vudng bing nhau di
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cho». Nhw viy v&i n> 3 hinh vudng d3i cho, ta cin dung
dudng chéo ctia hinh lap phirong n chiéu cé6 mdt mit
"bén 13 hinh vudng d3 cho. (Vao th&¢i ky nay, cac nha bac
hoc Hoi gido d3 s& dung dén cdc liy thira bidc cao vdi
tén goi muwon tir cic thuit ngir hinh hoc : binh phuwong
— binh phuong, binh phuwong — 1lip phuong, lap
phuong — lap phuong....).

10. Trong thoi ky niay, khoa hoc thién vin phét trién
cao. Nh& viy mén luong gidc phing va luong giic cau
cting dat dwoc nhirng thanh tyu dang ké.

Trong cudn «Vé khoa hoc cfia cic vi sao» clia Abu
Apdala Batani (khoing 850 — 929), Iy thuyét vé cic ham
hrong gidc d3 dat duwoc nhitng két quid siu sic. B3 tim
thiy cic hé thirc gitta cic ham lwong giic, di tim duwoc
cic phuong phap dé 1ap cic bang luwgng giic, tim duoc
mdt s& dinh Iy quan trong dé gidi cic tam giic phing va
ciu. Tuy vay, s6 cidc quy tic khéng da 1&n, nén viée gidi
cac tam giaic thurdng rat cdng kénh, phdac tap.

Mot trong nhitng thanh cbdng I&én vé mit tinh gin
diang 13 phwong phip giai phuwong trinh siéu viét dang
t=0 — ksin § (¢ 12 mdt sé di cho).

Phuwong phidp ctia An-Haxip An- Mavam Ia tao thanh
mdt diy gan dung:

Gy = t + ksin t ;
G, = t -4 ksin O, ;
O, = t -1 ksin {);

Ong xem rang @, 1a nghiém gin dang cla phuong
trinh néi trén.

Vao thé ky XI xuit hién mét tic phdm tra ciu vé luong
gidc ciu « Tuyén tdp cidc quy tic caa khoa thién vin,.
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Khéng thiy d& tén tic gis, chi thiy dé ting cho mbt
ngudl 1a Amit An — Munku Abu Naxi.a Manxura Ipn
Mobéhamet. Cudn sich dwoc viét & Ixphakhan hai nim sau
khi dai thién vin do taic gia lidnh dao bi déng cirva. Trong
cudén sich nay, ta tim thiy dinh ly Ménélai vé cic tuyén
trong tam giic, cic dinh 1v vé luwong gidc ciu twong tr
nhw dinh ly Ménélai, va 1&i gidi sdu bai todn vé viéc
xdc dinh tam giic theo ba yéu t56. Bai toin d2u ti€m la
xac dinh tam gidc ciu khi biét ba goc. O day ta gip khai
niém tam giic d6i cwrc ctia tam giac ABC di cho, dinh A/,
B’, C’ cfia nd 1a cwe ctia cic canh AB, BC va AC. Day
12 cuén sich 1&n diu tién ndi vé lwong gidc cau.

Cic tic phim sau niay vé lwong giidc ciu déu viét theo
dan y cla cudn d6 Thi du « Vé tiv gidc toan phan» ctia
Naxia At — Pin At — Tuxi. |

11. Cac phuwong phiap chuyén qua giédi han ciing dwoc
tiép tuc nghién c@u. Trong cudn «Vé do dac dudng
parabdl» Ipn Kbra d3a néu ra mdt phuong phip ciu
phwong hinh vién phin parabdl. Ta di biét rang dién
tich &6 bing 2/3 hinh binh hanh ngoai tiép hinh vién
phin. Két qui 3y dwoc Acsimet tim ra bing phuong
phip co hoc va phirong phip tdng trén tbng dudi. Nhung
cé 1& nhi bic hoc A Rip nay khoéng biét dén tic phim
d6 ctia Acsimet. Ipn Koéra d3 gidi quyét bing phuong
phip khic: Ong chia dwdng kinh ctia parabél thanh
nhitng phin ti 1& thuin vé&i cac sé6 1é 1, 3, 5, 7,
Khi d6 khodng cach tir cic diém chia déu dinh s& ti 1&
v&i cic 88 chinh phwong 1, 4, 9, 16, ... con hoanh d6 .
cic didm twong (rng ctia parabdl sé ti 1& voi 1,2, 3, 4 ..
Nhw vay, phuwong phap cta 6ng twong dwong véi viéc

a " :
tinh tich phin xic dinh [/ x dx, ma lan dau tién ong ;
Q :
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A nguoi da chia doan liy tich phin thanh nhi¥ng phin
khéng bing nhau. Phwong phap nay 12 mdt tién bd rit
quan trong so vét thanh tich cdia cic nha bac hoc Hy lap,
vi & Acsimet ta chi méi gip ciac tich phan § xdx, [ x# dx, ...
Phuwong phip ctia Ipn Koéra chi dwoc phit trién vao the

a n/m

ky XVII khi Phecma tinh dwoc tich phan [ x dx ciing bang

cidch chia doan ldy tich phin thanh nhitng phan klidng déu.

Chau ctia Ipn Koéra 13 Ipn Xinan trong cudn « Ve vin
3¢ do parabdl» di gidi quyét van dé cdu phuwong parabdl
mot cdch tuyét diéu. Pau tién &ng chirng minh ring néu
mét da giidc 13 bién d8i ctia mét da gisc nho mbée phép
afin thi dién tich mét tam giac v& trong da gidc thi nhit
va dién tich tam giac tuwong rng véi nd trong da giac
thr hai s& ti [& v&i dién tich da gidc th¢ nhat va da gidc
the hai. O diy lin diu tién xuit hién phép bién déi afin
duréi dang tdng quiat nhit. Dang phuong phap « 13y hée »,
c6 thé méd rdéng két qua dé cho trirdng hop hinh vién
phin parabdl va tam gidc ndi tiép trong néd (diy cfia tam
gidc }a day hinh vién phin con dinn tam gidc 1la mat
ctia dudng kinh lién hop véi gidy cung dd). Tam giac
nay sé tao né€n hai hinh vién phan bé ma ddy la hai canh
bén cfia tam gidc. Sau d6 éng chirng minh rang dién tich
tam giic ndi tiép trong hinh vién phin d3 cho va tam
gidc ndi tiép trong hinh vién phin bé ti 1€ véi 1 : 8, va
b&i viy d6 cling chinh 1a ti 1& ctia hinh vién phin di cho
véi hinh vién phidn bé. Vay hinh vian phin d3 cho bing
4 lan hai hinh vién phin bé hay la bing 4/3 lan dién
tich tam giac ndi tiép nd.

Trong cudén «Po dac cic thé parabdl, Jpn Kbra xét
thé tron xoay sinh ra bdi hinh vién phin parabdl va cac
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cdng thirc tinh thé tich ctia ching. Ipn An Khaixam cling
tinh cidc thé tich nhw vay va vé thuwc chit twong duong

a
v&i viéc tinh tich phan [ x2 dx.
L8]

12. Trong s6 nhitng vian d€ hinh hoc chung, cic nha
toin hoc A rap con chd y dén ly thuyét vé duwdng song
song. Pinh dé V ctia O'clit néu trong tip « Co ban» di
dwroc xét dén tir hdi Hy lap cb, nhung chwa thanh mét
phong trio 1&6n. Hdi d6 nhiéu ngudi cho riang cd thé
chirng minh dinh dé V dwa vio .cic dinh && va tién dé
khic ciia O'clit va ho ¢b gang tim cidch chirng minh né.

Coéng trinh A rip diu tién vé ly thuyét dudng song
song 12 cudn « Sy cai tién tip « Co ban» ctia An-Apbas
An Giankhari (thé ky IX). Chéng minh ctia éng dya trén
mét ménh dé mia éng cho 13 hién nbhién : khi cit hai
dudrng thing bdi moét duwdng thing thd ba ma hai géc
so le trong bing nhau, thi khi cit ching b&i mdt dudng
thing khac ta cling cé cic géc so le trong bing nhau. Dira
vao d6, éng chirng minh ring qua mdét diém bit ky nam
trong mdt géc cd the dung modt dudng thing cat hai canh
géc d6. Tir d6 éng chirng minh dinh dé V. Sy thuwc thi
hai ménh d& ndi trén déu tuong dwong véi dinh dé V ca.

Trong cudn« Vé viéc chirng minh dinh d& nbi tiéng
ctia O'clity Ipn Koéra d3 dya vao ménh dé ¢ hién nhién »:
néu hai duwdng thing xa nhau vé tin vé médt phia thi ching
phi3i gin nhau x& tan vé phia kia (ménh dé nay lai ciing
twong dwong véi dinh de V). )

Trong cuén « Ban vé hai duwdng thing cit moét duong
thing klhic theo cic géoc bé hon hai vudng thi phii gip
nhauy Ipn Koéra d3 xuit phdt tir sy tdn tai ctia mot
duwdng thing cich déu moét dudng thing khic d& ching
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minh si tdn tal ctia hinh chitr nhat. Nhuwng & diy, tinh
binh ciing khéng tién lén dugc, vi sy tdn tai clta hai
duwdng th&ng: ciach déu nhau 12 mét diéu khing dinh tuong
dwong véi dinh dé V.

Ipn An — Khaixam ciing nghién céu 1y thuyét vé
durdng song song va dwwoe viét thanh hai cudn. Trong cudn
« Gidi quyét digu nghi van trong tip « Co ban ctia O'clity,
dng d3 xuit phat tir ménh dé : tir mdét diém khong thé
c6 hai dudng thing ciang song song véi mdt dwong da
cho. Trong cudn thir hai « Binh luin vé tip «Co bany
ctia O'clity, o6ng d3i dung sw chuyén dbéng tinh tién dé
chirng t& néu doan thing vudng gdéc véri mdt duwdng thing
va chuyén déng doc theo dudong thing thi mit cha néd sé&
vé ra dudng thing cich déu dwong thing 43 cho. Tir d6
6ng cling chirng minh dwoc sy ton tai ctia hinh chiv
nhit. Mudn viy dng d3 xét mdt tir gidc v&i ba gbéc vudng,
géc cdn lai chi cé6 thé nhon, tt, hoic vudng. Ipn An —
Khaixam d3i bac bd gid thuyét nhon va ti nhd sy tdn
tai ctia hai dwong thing cich déu ma 6ng tudng 13 éng
d3i « chirng minh, dwoec.

Oma Khaiam (1048-1131) 43 phé phan chirng minh 46
bing ciach néi ridng theo Aristdt thi trong hinh hoc khéng
c6 khai niém chuyén déng. Ong ciing néu 1&n chirng minh
cfta minh dwa trén mdt nguyén tic ma é6ng xem l1a don
gidn hon dinh dé V ctia Oclit : hai dudng thing hdi tu
thi cit nhau, va khéng thé nldo chidng lai phin k¥ theo
huéng hdi. tu. MSi ménh dé iy déu twong duwong véi
dinh d& V, nhwng khic vé&i nhitng nha bic hoc khic, éng
phat bidu gid thiét clla minh thinh mdt dinh d& rd rang.
Trong 13p luidn, dng 43 n€u lén mdt tdr gidc ¢S hai canh
bén bing nhau va cling vudng gé¢ v&i canh diy. Cic géc
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ké vé:i canh thér ru phai bing nhau vi chi cé thé xiy ra
ba trirdbng hop : nhon, ti, vudng. Ong &3 bic bd gid
thuyét nhon va tit ciing biang cidch dua vao sy tdn tai ctia
hinh chi{# nhat. _

Chting ta khdéng thé ndu ra &3y tit ca cic cbdng trinh ctia
cic nha hinh hoc A Riap theo huéng nay. Nhung cic cong
trinh @6 déu mic mobt sai 1am phd bién: ho d3 dwa trén
mdt ménh d& tuwong dwong véi dinh dé¢ V dé chirng minh
dinh d&é d6 (sy twong dwong biéu hién mdt cich tinh vi
khé thiy, c6 nhién ). Cic nha hinh hoc A R3p cdn xa méi
di dén v nghi sang tao ra hinh hoc phi O’clit. Tuy thé ho
di ¢é ducoc nhirtng phat minh quan trong : tim ra duoc sur
lién hé hai chiu giita dinh d¢ V va mét sé sy kién nhuw
tdng s6 gbéc trong tam gidc, trong tr gidc. Ngoai ra & day
ho codn sir dung phuwong phap chirng minh bang phan ching
rit linh hoat.

13. Toan hoc cha cic nuwéc Hbi gido Anh hudng rit 1&n
dén sy phét trién cha toin hoc phuong Pdédng va dic biét
12 phwong tay. B

Viao thé ky XIII & Bic Kinh xuat hién nhiing cdng trinh
nghién cru vé luwong gidc cau. Nhirng cdng trinh nay lién
quan mat thiét t&i cic cdng trinh ctia Naxia At Pin At Tuxi.
Ngudi ta biét rdng nidm 1267 mét cdng tidc vién caa dai
thi€n vin Maraga 12 Giama At-Pin &3 t&i Bic Kinh va xay
dung & d3y mot s6 dung cu thién vin. Nguwoc lai mdt sé
nha bac hoc Trang Qudbc ciing dén Maraga 1am viéc. Vao
thé ky XI nha bic hoc ndi tiéng Trung A 13 An-Binuni d3
lam viéc va séng nhidu nim & An P3. Trong cudn «An Po»
dng cb6 viét ridng Ong A3 gidi thiéu véi cic nhd biac hoc
An Pa tac phim Co ban» ctia C'clit, mdt sS tic phidm cha
Ptdlémé via ctia dng bing cich dich ra tiéng Xancrit, 12
tiéng diung trong khoa hoc & An‘Dé hoi bay gid.
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Pbi véi phuong Ty, trong khoing 1o0o ndm, bit diu
tir thé ky X1, sir truyén ba va hoc tdp cic kién thirc phwong
Pdng d3 ¢ mdt y nghia quyét dinh. Cidc nha bic hoc nhiéu
nuwédc & chiu Au di téi cdc nwéc HOi gido dé€ lam quen
v&i toan hoc, Vao thé ky XII mét phong trao dich cic tac
phim cfia cidc nhia bic hoc A Rip sang tiéng la tinh di
phdt trién réng rii, va thirc t& d3 tao nén moét nén toidn
hoc A RaAp bang tiéng la tinh.

Viéc dich thuit iy vin con chiém mdt vi tri quan trong
ngay ca sau nay khi ma chiu Au d3i tim dwoc phwong
hiwéong riéng chio minh trong toan hoc.

Viéc nghién ctru khoa hoc Hdi gido d3 cho phép ciac nha
bac hoc chiu Au tién hanh x3y dyng todn hoc trén mét co
s& virng chic va kkéng lip lai 14n nita con dudong ctia
nhirng nguwdi truedec da di qua.
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Chuwrong V

HiNH HOC & CHAU AU THOI TRUNG CO
VA THOI PHUC HUNG

1. Tir thé ky III tr& &i, ché d86 chiém hdu nd 18
L.a M3 bwdéc vio mét cudc khiing hodng tram trong vé
kinh té, x3 hdéi, chinh tri, vi dén thé ky V né hoin toan
tan ri. P& ché La M3 bi tiéu diét b&i nhi¥ng cudc ndi
diy ctita nd 1€ tir bén trong, va cac cubc ddét nhidp cda cac
«man tdc» tir bén ngoai. Trong cudc chién tranh lién
mién vi tan kh6c ctia théi kv hidu PE ché La M3, nhan
loai d3 chirng kién giai doan mé diau ctia mdt trang st
m&i: thei dai ctia ché d8 phong kién & chiu Au (tir thé
ky V dén thé ky XVIII) con ¢d tén goi 1a th&i trung céb.

Giai doan thir nhit tir thé ky V dén thé ky X 13 mdt
qui trinh liu dai dé hinh thanh va cling ¢b cdc quan hé
phong kién. Cic thanh thi I&n trudce kia trd nén diéu tan
va cidc lanh chta phong kién xuit hién. Bon ching chiém
cir dat dai, thiét lip chinh quyén riéng va xiy dung
quan d61 riéng. Xuit hién nhitng qudc gia phong kién
khdng 1&n, thuwong xuyén xam chiém lin nhau. Kinh té
chit yéu 11 ndng nghiép, twr tic va hiu nhw khéng cé su
trao dbi. Piy 12 thdt ky ché @b phong kién phin quyén.
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Giai doan thir hai tir thé k¥ XI dén thé ky XV 1a
thei ky phdn vinh va vitng manh ctia ché d4 phong kién.
Thtt cong nghiép d3 tich khdi ndng nghiép va trd thanh
mdt nganh kinh té quan trohg. Nhiéu nghé thli cdng phat
trién cao nhu nghé dét, nghé luyén kim, nghé niu thay
tinh. P8 thi moc 1én ngay cing nhiéu vi ngay cang ciing
cé, m& réng, ngdy cang huy hoang tring 1&. Viéc budn bin
trao do1 hang hdéa ciing phit trién cao, dudng giao thoéng
(k€ cid dudng bién) dwoc st dung rdng rii ¢é chuyéﬁ_‘
chd hang héa. Pay 13 ché d6 phong kién tip quyén.

Giai doan thit ba tir thé ki XV dén thé ky XVIII 1
giai doan tan r3i ctia ché d6 phong kién. Tir trong long
ctia né di xuit hién nhitng mam moéng ctia ché 46 x3 hdi
tién bd x3 hdi tu bin cht nghia. M& diu cta th&i ky
nay, khodng thé ky XV dén XVI goi 13 thdi ky Phuc
Hung (phuc hdi trinh d8 cao ctia nén vin minh cb
Hy Lap).

2. Nén toidn hoc chiau Au vio thdi ky ddu ctia ché d6
phong kién dat trinh d6 rit thip. Khong cé nhitng phit
minh 1&n, khong c¢é nhitng cdng trinh quan trong. Nhirng
nguwdi 1am todn phidn nhiéu 14 cic thay tu, cha ¢é va ho
cling chi gi&i han trong mét sé it kién thdrc ctia s& hoc
dung vao viéc tinh toin. Piéu d6 ciing khéng cé gi khé
hiéu. Nén kinh t& bidy gid 13 nén kinh té néug nghiép
Iac hiu, khoéng thé tao ra duwoc nhivng diéu kién cho viéc
phit trién toidn hoc. Nhirng yéu ciau vé toin hoc khong
virg't ra ngoai pham vi cdc phép tinh vé s6 nguyén,
phin s6 va do dac ctia hinh don giin.

Mot trong nhitng nhi toan hoc cd tén tudi hdi biy gidr
1a Sévérin Bothiu (480-524), tic gid ca mdt sé tic phim
toan hoc dugce liru hanh & chiu Au hon mdt ngin nim.

3



Cic tic phim Ay c¢é thé phidn dnh tinh hinh todn hoc hdi
biy gi¢. N8i dung ctta chung kha nghéo nian va s& di
ching duwoc luwu hanh ¢6 18 vi tic gida 43 bi nliuc binh
va «tlr vl dao» nim 524 (Thién chdaa gido).

Mét nha todn hoc 1&n khdc 1i thay tu ngudi Phip tén
l1a Gecbect (940—1003). Ong nay trd thanh gido hoang
nim gg9g va lay tén 13 Xinvestro dé nhi. Ong 13 nha bac
hoc chau Au diu tién d3 sang Tay Ban Nha dé nghién ctru
toan hoc ctia ngudi A rip. Ong cé viét mdt sb tac phim
vé todn, nhung ndi dung khoéng cd gi dic sic.

Bué&c sang thé&i ky phdén vinh ctia ché dd phong kién,
nén toin hoc chiu Au mé&i bit diu cé nhitng bién
chuyén manh mé&. Lic nay nguwoi chiu Au di tim ra
mdt phwong phip dé 1am gidu thém nhirng kién thic
ctia minh : hoc tip di sidn vin héa ¢é Hy Lap va
phuwong Pdéng, thdng qua viéc dich cic tic phim cb
dién tir tiéng A Riap sang tiéng latinh. Céng viéc dich
thuit d6 & thé ky X cdn it &1 vi r&i rac nhung tir thé
ky XI dén thé ky XIII di nhanh chéng tr& nén mot
phong tr3o ram rd, cé hé théng. Bing con dudng 3o,
nguwdi Au chiu d3i duoc doc tip « Co ban» ctia Oclir,
cic tic phim ctia Acsimet vi dai va Apbdloni ndi tiéng...
Ho bit diu hoc tip, tdng két nhitng thanh tuu dat dwoc -
ctta th&i ¢d, bit d3du dit ra nhitng bai todn via gili
quyét ching. Nén toin hoc Au chiu budéc vio con
duwdng phat trién, tuy ban diu con riat chim chap nhuwng
vé sau nhanh dian d& dat t&i nhitng phidt minh 1&n lao
. dong vai trd cich mang trong toan hoc.

M6t véu t8 thuc diy sy phit tridn toan hoc luc nay
12 sy ra d&i cia ciac trurdong dai hoc. Cudi thé ky XII
trrong dar hoc Pari (Phap) dugcec xdy dung va trd nén
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kié¢u miu cho viéc xiy dwrng cic trudng dai hoc khic
san nay. Sinh vién mé&i vao truwdng phii hoc qua khoa
phd théng gdm 7 nganh : 3 nganh vin chwong (trivium)
14 van pham, phuwong phip 13p luin, va phwong phap
hung bién, 4 nganh khoa hoc (Quadrivium) la dm nhac,
s hoc, hinh hoc va thién vin. Sau d6 cic truedng dai
hoc xuit hién khip noi: O#fpho nim 1167, Cambrigic
nam 1209, Praha nim 1348, Crakdép nim 1364, Vién
nim 1365,... Nhitng trudng niy déu 1& thudc vao nha
the, do cidc cha gidm muc lam giam d6c.

3. Nha toin hoc chiu Au diu tién di vuot ra ngoai
pham vi hiéu biét tein hoc cé va cé céng hién quan
trong la Lédnacdd Padand (1180—1240). Ong cdn ¢ tén
13 Phibonaxi (tirc 13 con ctia Bonaxi). Lédnacdd sinh &
Pida 13 mot trung tim thwong mai cta Y héi biy gio.
Ong hoc todn & Angié —noi cha &ng séng lam nghé
budn bin — v&i cidc thiy gido nguwdi A Rip. Ong di di
thim nhiéu noi nhy Xiri, Vidantium, Xixin vi nhd d6
d3i mé réng rit nhi€u vén kién thirc todn hoc ctia minh.
Céng trinh chinh ctia 6ng la cudn « Sich abac» (Liber
abaci) viét nim 1202 va viét lai nim 1228 ma ndi dung
chit yéu 123 dai s6 vd sb hoc (& day ta gip diy s5 sau
nay mang tén 6ng: diay Phibdnaxi). Cudn sich ndi tiéng
nay ctia o6ng 13 mdt trong nhitng phwong tién quan
trong dé truyén bad nhitng kién thirc todn hoc & chiu
Au. Trong tip tha 15 cfta cudn sich cé mdt loat cic
bai todn hinh hoc vé trng dung dinh ly Pythago, trong
d6 phan 1&n la gidi cic phirong trinh biac hai.

Nim 1220 Lé&bnacdd viét cuén « U'ng dung ctia hinh
hoc». Mic dau cé tén goi nhu thé, ndi dung ctia cudn
sich lai1 khdng phai la cic vin d€ dng dung, ma gdm
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‘nhiéu dinh ly khic nhau ctia hinh hoc phing va khéng
gian, va vin dé do dac trén cdc hinh. Ngoai nhitng két
qui d3 biét tir thoi b, & diy con ¢é6 nhitng két qua
m&i do dng tim ra, hoic 1a nhitng chirng minh mé&i rat
dic sic. Ching han 6ng di dwa ra chirng minh ba
dudng trung tuyén trong tam giic cit nhau tai mdt
diém bing cich chirng m¥nh ring giao di€ém ctia hai
dudng trung tuyén thi chia mdi dudng thanh 2 doan
thing ti 1&¢ v&i 1 : 2. O day ta cédn thiy trinh bay dinh
ly ctia dng vé binh phuong dudng chéo ctia hinh hép
chit+ nhit (O'clit chua ¢é dinh ly nay).

Pé tinh gid tri cha » o6ng d3i dang tr giic déu
96 canh ndi va ngoai tiép dirdng tron va tim thiy

1440 | 1440
4 < T < 1

458 - asg L
9 s

trc la = = 3,1418... _

NViét nha todn hoc cung théi véi Lédnacdd 1la Gioocdan
Némédrari (thé ky XIII), ciing c¢6 nhirng tic phim duoc
lru hanh rdéng riai tuy rang ndi dung khdng phong phu
bing cic tic phim ctia L&dnacdd. V& hinh hoc, Gioocdan
viét tic phim « V& ciac tam gidc», trong d6 trinh biy cac
dinh 1y vé suwr phin biét cic loai tam giic vudng, ti, nhon
theo dd dai ctia cdc canh va dwdng trung tuyén, cic dinh
1y vé phin chia cac hinh. Ching han, phuwong phap chia
mét tam gidc thanh ba phin bing nhau (thuc chat la
dwng trong tim cfia nd). Anh hudng ctia Hy Lap va
A Rijp trong t‘:’{c phim nay bié¢u hién mét cich kha rd nét.

Thdma Bradvacdin (khodng 1ago~-1349) gido chti, day
& trwdng dai hoc Oxpho viét tdc phim «Hinh hoc ly
thuyet » duwoc cic nha todn hoc thé ky XIV-—XV dinh gis
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cao. Trong chuong diu ctia tic phim d6, dng xét cic
hinh da giic sao thu dwoc bing cich kéo dai ciac canh
ctta mét da giidc déu (biat diau tir 5 canh trd 1€n). Tir
cic da gidc sao loai 1, lai c6 thé tao thanh cic da giic sao
loai 2 (bit dau tir 7 canh trd 1€n)... Ong di chirng minh
cic dinh 1y vé tdng cic goc trong cic da gidc sao nhuwr vay.

Chuwong hai clta tdc phiam danh cho viéc nghién ciru
tinh ding chu cfia da giac, duwdng tron, hinh cau, dua
trén cic két qui di biét tir thot cd.

Chuong ba nghién ctru ly thuyét ti 1€, n6éi vé tinh vd
ti cliay/ 2 xem 1A ti s clia dirdng chéo mot hinh vudng véi
canh cfia né, nhic dén cudn « Po durdng tron » clia Acsimet
va gid tri gan d&uang cha T la ~-272--. Chuwong bdén nébi
vé s ton tai ctia 5 loai khéi da dién va xét dén vin dé
lip day khoéong gian b&i cic loai khéi da dién déu.

4. Nhitng thanh twu toin hoc ctta chiu Au vio thoi ky
Phuc hwng chtit yéu xuit hién & cic nuw&c ¢é nén kinh té
phat trién cao nhu Y, Phap, Pirc, va sau 46 ci Ha lan la
nuwdce tw ban diu tién & chiu Au. Phian Ién nhitng thanh
turu d6 thudc vé mén dai s6. Pi cé'nhitng chuyén bién
nhanh chéng tir dai s6 bang 1&1 sang dai s6 bing cach
viét tit va sau dé d3 hoan thanh viéc xiy duwng dai sé
trén ciac ky hiéu. Piéu d6 d3i lam cho ly thuyét cic
phuong trinh phit trién nhanh chéng. P3 tim ra cich giai
cdc phwong trinh bac 3, bic 4 bing cin thdc. Pa xuat
hién s0 4o, v.v... V& mit hinh hoc nhitng thanh teu ding
ké 1a: lwong giic phing va ciu kha phat trién: xuit hién
nhitng khii niém diu tién vé phép chiéu xuyén tim d3
cé nhirng budc tién xa hon trong viéc nghién ciru ly
thuyét dudng song song.
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Duéi day chiing ta-sé xét chi tiét hon cdc vin dé d&é.

5. Luong giac xuit hién & chiu Au tir thé ky XIIX
v&i nhitng cong trinh dich thudt cic fac phim thién vin
ctia cidc nha bic hoc HO6i gido.

Nha toin hoc ngudi Piac Gidhan Muyle (1436—1476)
13 nguwdi diu tién & chiu Au nghién ciru lwong gidc mdt
cich ¢é hé théng va 1am cho ndé trd thanh mdt mén dde lap
tach khéi thién vin hoc. Ong con ¢cé tén 13 Régidmodntan
(tén goi latinh ctia thainh phé Kénixbec, noi 6ng d3 sinh
ra). Lac 12 tudi, dng hoc & trudng dai hoc Laixich va
sau d6 vao hoc trudng dai hoc Vién, dén nim 1458 d6ng
day & d6. Vao nhirng nim cudi d&i, Régidmdntan lam viéc
trong triéu dinh ¢fia hoang dé Hungari va phu trich dai
thién vin Nubecgo. Ong mit & Roém, trong lic dang
nghién c@u vin dé& cai cich lich.

Ong di hoan thanh tac phim luwong giic « Nim cudn
sich vé cac tam giic dft moi loai» tai Y vio nhitng nim
1462—1464.

PS 13 moét tic pham phong phi vé ndi dung, nhiéu
két qua 1a cfia tic gia, va cic chirng minh déu chit ché.
Pic biét 6ng d3 chirng minh ménh dé sau didy: « Trong
moi tam. gidc cau ABC, véia = BC, b =AC, ¢~ AB, ta
cd codng thac ‘- '

sin vers A | 1

sin vers a — sin vers (b —a) sinb. sinc

& diy sin vers X = 1 — cosx. B&1 viy-cOng thirc trén chinh
1a 1 — cos A - 1

cos (b — ¢} — cosa sinb. sinc
hay
cosa = cosb. cosc -} sinb sinc cos A

D6 13 cdng thirc cdsin trong tam gidc cau.
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Réghidmdntan A3 thanh lip mdét bang sin va tang véi
bay s& 1& thip phian.

INha thién vin hoc vi dai Ba-lan Nicdlai Cdpecnic
(1473 — 1543) d3 <6 dnh hudng to 1&n &&n suw phat
trién cua lwong giidc. Ong 13 nguwdi dé xwdng ra thuyét
«nhit tiAm» ndéi rang qud diat quay chung quanh mit
tr&i, khic véi thuyét « dia tim» cta Ptdlémé ndi rang
qua dit 13 trung tim vi{d try, moi hanh tinh khic va
“mit trdi déu quay quanh qua dat. Thuyét « nhiat tim »
dirgec Ong trinh bay trong tic phim « Vé sy quay cua
mit ciau v tru» xudt bidn gin nhuw cung mdt lac véi
cidl chét ctia tic gid. Chuong XIII cfia cudn sich trinh
bay ngan gon lirgng gidc phing, cdn chwong XVI thi
dinh cho lwong gidc cau. Cdpecnic di thanh lip mét
bang luwong gidc kha chinh xdc, in trong cudén «Bang
khoa hoc vé tam giic». |

6. Phép chiéu xuyén tim (cta mdt hinh khdéng gian
léen mdét mit phing), d3i dwoc nghién ciru tir thdi cbd dé
ap dung vio viéc vé phong canh cho san khiua. Oclit
va Ptélémeé ciling d3 nghién cru phép chiéu xuyén tim
duéi nhiéu hinh thdc khic nhau. .

Nha bic hogc Ba-lan & thé ky XIIT 1i Vitéld (khodng
r225 — 1280) d3 viét tic phim «Quang hoc» trong dé
trinh bay nhitng két qui co bin vé phép chidu xuyén
tim ctia O'clit, Ptdlémé va Ipn An Khaixam. Cubn sich
ctia Vitéldé di c6 anh hudng rit lon dén sy phit trién
ctia hinh hoc.

Phép chiéu xuyén tim duoc siv dung trong hodi hoa
dé biéu dién cic hinh khdong gian 1én mit phing.

79



Kién trac sw ngudi Y Lédng Battista Anbecti (1404—
1472) trong tic phim «Vé hdi hoa» di nghién ciru
phuong phiap dwng hinh biéu dién ctia cic duwdng thing
song song cich déu. Phuong phip d6 thé hién trén hinh
g; trong d& dudng thang XY biéu dién dudng chin trdi
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Hinh 9

Hoa si Pierd PAay Fransexki (1416 — 1492), trong tic
pham «Phép chiéu trong hdi hoa»r, ciing d3i mod ta viéc
dueng hinh biéu dién ctia mdét d6i tuwong theo cic hinh
chiéu bang va chiéu durng cia néd.

Hoa si vi dai nguwdi Y Lédna do Vanhxi (1452—1519)
d3 nghién ctru phép chiéu xuyén tim via irng dung caa
né vao hdéi hga mdt cach rdng rii.

7. Cic nhia toin hoc chiu Au diu tién nghién ciru
ly thuyét vé dudng song song 13 Lévi Ben Gecsdng
(1288 — 1344) va Anphdngxd (thé ky XV). Cai hai ciing

- 80



dinh chirng minh dinh d& V ctia O'clit trén co s& ching
" minh sy tdn tai cia hinh chi® nhat, gidng nhuw cac ‘ilﬁ
bic hoc Hbi gido. \
Vio thé k¥ XVI xuit hién cnirng minh ctia Klax
Cristdpho (1537 — 1612). Ong day todn nhiéu nim
" R&m va tham gia vio viéc sira dbi lich th&i gido hoang
" Grigdri 13, Chirng minh ctia ong dya vao dinh ly ndi
‘ting qu§ tich ctia nhitng diém cich déu mét duwong
thing 1a dudng thing. Ong chirng minh didu d6 duya
vio dinh nghia ctia O'clit 1a dudng thing « nhu nhau
d6i v&i moi &iém ciia nd». Tir d6 suy ra quy tich néi
trén chi cé thé 13 dudng thing hoic dudng tron. Ong
bic bd gid thiét dudng tron vi nhitng diém cach déu
méot durdng trdn phii Ia dudng trdn. Nhu viy lip luidn
ctia dng gin gidéng lip luin ctia Ipn An-Khaixam.
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Chuwong VI

HINH HQC O THE KY XVII

I. Thé ky XVII vé&i sir thiang Ioi cfia cude cdch mang tw
sAn Anh 13 thoi ky mé dau cho sy ra d&i va phat trién
manh m& cta mét hinh thii x& hdi mé&i tién bd hon : x3
héi tw ban ch& nghia.

Pdng thdi v&i cadc ciach mang vé ché 36 %3 hdi, trong
khoa hoc, k¥ thuit cling 43 niy sinh ra nhitng cudc cach
mang 1&n lao. Mt loat cac phit minh qffan trong 3 lam

Pthay ddéi hin bd mit khoa hoc ky thuit cta thé givi.

Do viéc str dung miy méc (nhit 1a miy hoi nuédc) mét
cach rdng rii trong sin xuat va trong ddi.sdng, co hoc ly
thuyét ngay cang dwoc cha trong nghién cru. Cing vi ly
do 86, trong toan hoc ngwdi ta bat ddu chi y dén chuyén
ddng va cic dai lrong bién thién. Viéc nghién cru cac dai
lwgng bién thién la mdét nét dic trung co ban clia toin
hoc tir thé ky XVII trd &i.

Trudc 46, toan hoc cb6 thé xem 1a hop thé.nh clla cac -
mdn- s6 hoc, dai s, hinh hoc, luong gidc va chd yéu la
nghién cru cic dai lwgng khong ddi (mic dau trong dai
s6 d3 xuit hién cic tham s6). Khai niém thd so vé ham
lién tyc & thé ky trréc va viéc chuyén qua gidi han (bang |
phwrong phip «liy hé&t») & thdi cd khdong dwoc 4p duyng
va khdéng phat trién.
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G’ thé k¥ XVII, toin hoc bit diu nghitn ctru cic dai
lwong bién thién va thu duwoc nhiFng thanh tru quan trong,
diéu d& d3d thic diy toidn hoc phit trién mdt cich nhanh-
chéng va manh mé hon. -

« Pai ltwrong bién thién ctia Pécac 1A mdt cudc cich
mang trong toin hoc. Nhd nd su vin ddng va do d6 phép
bién chirng 43 dwoc duwa vao toan hoc, va cfing nhd néd
mi phép tinh vi phin, tich phin d3 thyc su trd thanh
khoéng thé thiéu duwoc». (F. Anghen. Bién chirng phip
cia ty nhién). :

Toin hoc &3 vuot qua mdt thoi ki, thudng goi 13 thoi
ky todn hoc so cip d& buwdc vio théi ky méi @ todn hoc
cao cip, hién dai. N&i dung ctia todn hoc duwoc mé rong
rit nhiéu, vi xuit hién mdt sé6 nganh hoc mé&i: hinh hoc
gidi tich, hinh hoc xa anh, xic xuit, phép tinh cdc dai
Iwong vO cang bé, phép tinh tich phin, vi phin va nhiing
irng dung viao hinh hoc vi phin. Chi trong thé ky XVII,
khéi luong cdc khai niém méi va phwong phdp"méi trong
todn hoc d3i vuot qua cd nhitng kién thirc ctia 15 thé ki
trudc d6. _

2. C6 thé néi viéc phit minh ra hinh hoc gidi tich 13 mdét
khiu quan trong trong viéc chuyén dd6i twong todn hoc
tir dai lwong khdng dbi sang dai twong bién thién. Hai
nha to4dn hoc 1&n ngudi Phap 13 Roné Décac va Pie Phecma
ddng thdi cing néu ra nhitng co s& cho mdédn hoc nay,

Roné Pécac (1596 — 1650) sinh ra trong mdt gia dinh
quy tdc tai thanh phé La E, va dwroc gido duc tét & trurdng
trung hoc nha chﬁng tai thanh phé La Pholeso. Nim 1613
ong d&n Pari va & d6 6ng di siu vio todn hoc va triét
hoc. Nim 1617 do iap lyc cha gia dinh, Décac phuc vu
trong quin ddi cia tudng Mbrix Oranxki va do dé c6 diédu
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kién di qua Pirc, Hung, Tiép;, Y. Nim 1628 éng trd vé
Phap va tham gia vao d6i quin hoang gia viy him phao
dai La Roscoli.

Sau d6, cudc sdng ctia Roné Pécac cb chuyén bién. Ong
rat vé & An, tim mét sy cd ddc va yé€n tinh dé c6 thé
hoin thinh mét ké hoach lam viéc ma éng d3 dit ra cho
minh., Phuong chim ctza Ong la: O’ An tét, thi lam viéc
totv, vi thé dng han ché giat gao sy giao thiép voi cac
nhi toan hoc, ké ci ban thian. Ong chi gil¥ vivrng lién lac
v&i ho bing thiwr tir véi ndi dung thuin tdy khoa hoc.
Mic diu vay do nhiing quan diém ctia éng d3 giy nén
nhitng quan hé cidng thing v&i nha thd, nén dng budc
phidi chuyén sang Hi lan nim 1629, va sdéng & d6 mét
minh trong vong 20 nim. O diy éng d3 cho in cic coéng
trinhh chd. yéu clia minh.

Tai Ha lan, cdc quan diém ctia dng lai lam cho gido
hdi ndi gian, va d¢ « & in té6t» éng lai chuyén sang Stdéckhdm
(Thyy Pién) nim 1649. Khi hau & diy khéng thich hop
v&i ong nén nim 1650 " dng qua d&i vi bi cadm lanh.

Ciing nhwr nhiéu nha tw tuwdng 1é&n ctia thé ky XVII»
Roné Pécac mudén tim mdt phuwong phiap chung ciia st
suy nghi dé cé thé chirng td mdt cich nhanh chéng ca
chin 1y trong khoa hoc. Biy gid vi co hoc, 14 khoa hg
duy nhit vé ty nhién, d3i dwe¢c xiy dung mét ciach o
hé théng, vi vi todn hoc cho ta mdt chia khéa dé& hié
biét co hoc, nén toin hoc &3 trd nén mo6t phuwong tié
quan trong dé nam dwoc vii tru. B&i viy, muc dich ca
Pécac 12 tim mdt phuwong phdp suy dién toin hoc tdn
quat cho viéc nghién ciru moi vian dé ctia khoa hgc ty nhién.

Ong di viét tic phdm « Luin vé phuong phip» &é trink
bay quan diém ctia minh va sau &6 cho coéng bd tic phin
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"« Hinh hgc » vé&i tinh chidt a4 sy d&ng dyng phuwong
~ phdp ctia minh. Chinh tir tic phim nldy, mdn hinh hoc
gidi tich syw két hop gitta hinh hoc va dai s6 — d3 ra doi,
~danh diu mdt buwéc ngodt quan trong trong sy phat trién
~ca hinh hoc va toin hoc.

3. Ta hiy diém qua ndi dung co ban cha tic phim
« Hinh hQC B,

Pecac khing dinh ring « Moi diém ctia mét dudng
cong d3 cho déu nim trong mdt quan h& nao &6 v&i
tit cd cac diém ctia mét dudng thing, quan hé nay duoc
bi¢u thi bing mbét phwong trinh nao d6, gidng nhau d5i
vé&i tit eld cac didm ctia duwdng cong d3i cho». Pé minh
hoa cho quan dié¢m nay, Pecac di dwa ra phuong phip
toa dd vudng géc, vi kém theo @46 1A khii niém vé haim
s& xem nhu 13 mdt bidu thirc gidi tich gifra cac doan
thing «khdéng xiac dinh» x vd p (trc 1 toa 46 cha mdt
diém).

Ta nhé ring Apdldni ciing d3i dang toa d46. Nhung
hé truc toa &8 ctia dng ludn 1udn gin chit véi duwong
cong. Ching han, 4561 v&i mdt diém ctia parabdl thi
tung dd 13 khoidng cidch tir diém d6 dén truc parabdl.
Pecac lan diau tién d3i dwa ra hé truc toa 46 ddéc lap
61 v&i dudng cong. Khi d6 ta duwoc mdét phuong phép
tdng quit dé biéu thi cic didu kién ctia mbét dudng
cong (tirc 12 didu kién dé cho mdét diém thudc dudng.

cong ) bing phuong trinh lién hé gn_ra hal toa d6 ctia
mot diém. e

Ta hiy xét thi du thd nhat sau diy ctia Pecac. Mot
tam gidc vudng KLN kich thuwé&c khong dd8i, cdé canh
géc vudng KL chuyén ddng doc theo dudng thing AB.
G 13 mét diém c6 dinh khdng nim trén AB. Tim quy
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tich giao diém ctia duwdng thing GL va canh huyén NK
kéo dai. Gid sir GALAB va GA =a, KL =5, NL = c.
Pecac d2 chon AB la truc x gggé' A (hinh 10), va ky
hiéu cdc doan chuwa biet CB =y, BA — x. Khi d6 tir
hai tam gidac dong dang CBK va NLXK va hai tam giac
ddng dang CBL via GAL o6ng suy ra:

c
J’J’:Cy_—g-f—xy+ay——-ac

Decac ndi ring d6 13 durdng hypecbdl, nhung Ong
khong chdng minh.

i
e

Hinh 10

Trong thi du nay, Peécac d3i dung mét hq truc toa do
vudng gbe. Nox chung, 6ng thudng chi ra mét truc véi
diém gbéc, cdn truc kia thi chi huéng (thudng 1a khéng
vudng gbéc véi truc thir nhat). Cic toa d6 am khong =xét
dén (mii d&én thé ky XVIII nguei ta m&i st dung toa
a5 Am).
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Pé chirng td thém sirc manh ctia phwong phip méi
do minh néu ra, Pecac @3 xét dén mébt bii toin khé 1A
bai todn : « Cho an (hoic 2n — 1) dwdng thing c6 dinh,
tim quy tich nhing diém sao cho ti sb céia tich @6 dai
cic doan thing vé tir diém &6 té&i n dudng thing di
cho dudi mdt géc cho trudc va tich d6 diai cac doan
thing tu'o'ng ty ve€ tét n (hodc n— 1) dwédng thing con
Iai 12 mdt s6 khong &bi».

Bing cich chon mét dudng thing &3 cho I2m truc x
con truc y thi tao véi trye x mdt goéc bing géc @3 cho,
trong trudng hop bén dudng thing, Pécac tim thiy
phu'o-ng trinh ctia quy tich c6 dang nhuw sau :

Jf'—“i\/a x8 + bx 4- % d x. 4 e
a’ d’

Duyra vao két qua ctia Apo6loni trong « Giao tuyén cénic »,
Pécac chirng td ring phuwong trinh d6 13 phuwong trinh
clia giao tuyén codnic, va trong trudng hop dic biét (khi
biéu thirc trong cidn bing khong) d6 1a phwong trinh ctia
duwdng thing. Ong a3 bién luin theo diu cfia cic hé sé
dé c6 hypechdl, parabdl, elip, dudng trdn vi trong tirng
trudng hop nhu vay é6ng chi rd vi tri ctia giao tuyén
conic &6.

Po6i véi tredng hop cha 5 dudng thing Pecac dd xét
bai toin dwéi dang dic biét : 4 duwdng thing song song
cach déu con dudng thir 5 thi vudng gbéc véi ching. Ong
nhin dwgc mét phuong trinh bic 3 (vi diy 1a 1an diu
tién trong lich sit ctta hinh hoc giai tich ta gip mdt phwong
trinh ctia duwdng cong bic 3) :

y3 — z2ay? — a2y + 2a3 = axy.
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Trong tdic phidm « Hinh hoc» Pécac cdn néu 1&én nhirng
dinh Iy vé cich dyng phip tuyén va tiép tuyén clia cic
dudng cong dai s va &p dung cho (dc duwdng conic. :

WNgoai ra dng con md réng phwong phap cfia minh cho
trirorng hop duwdng cong trong khdng gian 2 chiéu, bing .
cich xét hinh chiu cfia ndé trén hai mit phing vubng
géc v&i nhau. O diy ta gip mot trong cic ménh dé sai
cia Pécac (s6 nay khdng nhiéu) : qua phép chiéu nhuw
v3y phdp tuyén lai bién thanh phidp tuyén.

4. Nhu d3 néi, ngoiai Roné Pécac, Pie Phecma ciing
duwoc xem nhu ngudi sang 13p ra mdén hinh hoc gidi tich.
Lia mét ngudi & mién nam nwée Pndp, Phecma (1601 — .
1665) song cht yéu & thanh phdé Tuludo, 1dm b6 vin
luat phiap cho chinh quyén dia phuwong. Ong biét rit nhidu
ngdn ngl cb va hién dai: tiéng latinh, tiéng Hy Lap cd,
, tiéng Tay Ban Nha, tiéng Y...

Ong nghién ciru cic tic phim nguyén vir cha Oclit,
Acsimet, Apdloni, Pap, Pidphing,... vio nhitng thoi gian
r3i. Tuy vay, tai ning todn hoc ctia Phecma phdt trién rit
ruec r&. Ong d3i ¢6 nhiéu phit minh quan trong vé 1y
thuyét s5, hinh hoc, vé& phép tinh cic dai lwong vd
cung bé, vv... Phecma viét it va viét rit ngin gon. Hon
thé, dng lai thudong khéng céng bd cic phidt minh cfia
minh. Ong chi théng bdo v&i ban bé bing thu tir hojc
thdng qua cidc cudc tiép xic, luan dam. Cic cbéng trinh
xuit sic cla 6ng chi duwoc cédng bd vio nim 1679 sau
"khi dng mit. '

Cic quan diém ctia Phecma vé hinh hoc gidi tigh duoc
trinh bay trong tic phim khéng 1&n « M& didu va nghién
ctru cdc quy tich phing va khdng gian» viét nim 1636 .
(theo danh tir ¢cd Hy Lap, quy tich phing 13 dwdng thing,

)
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dudng tron, quy tich kivdng gian la cac dudng conic». Nam
1679, tic phim ndy mé&i duocin. Phecma phat bidu nguyén
tic cfia hinh hoc gidi tich nhw sau: « Mdi 1an khi trong
phirong trinh cubi cing ta c¢é hai dai lwong chua biét,
thi s& c6 qu¥y tich, via diém cudi cting cfia mdt trong
ching vach ra mét duwdng thing hoic dudng cong. Dé
thiét lip phwong trinh ta thuwdng xét hai dai luong
chwa biét tao v&i nhau mdt géc d3 cho (thudng 12 géc
vudng) va xét vi tri diém cudi clia mdt trong hai dai
lwong chua biét dé». O diy dai lwong chwa biét duoc
hiéu 12 cdc doan thing, doan thw nhit thudng ky hiéu
NZ hoic A, doan th&r hai ky hiéu ZI hoic B (hinh 11).
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Phauwong trinh dudng thing NI di qua gbc toa d6 N
duwoc Phecma viét durdi dang : « D trén A bing B trén E »
tire 1a dx = by. _

Sau 46 dng di néu ra plirong trinh dudng tron cd tim
tai géc toa d6, phuong trinh citta hypecbdl ¢6 tiém cin 1a
cdc truc tga &8, clia elip ma hai dudng kinh lién hiép 13
cac tryuc¢ toa dd...

Phecma ciing d3 nghién cru dang tdng quit ctia
phuwong trinh bic nhit va bic hai bing cich bién 51
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toa d6 d¢ dwa chung vé dang chinh tic di xét & trén.
Phecma d3i xét trudong hop nay bing moét thi du sau :

b2 — 2x2 — 2xy - »2, 13 mdt trudng hop khé vi & day
chira sé hang tich xy. Ong da dang phep bién 461 toa
4 X — Vax, ¥V = x + v dé dwa vé phuong trinh

(202 — X2) — 2Y2, va dé la phuwong trinh cta elip.
Pé két ludn, Phecma viét « Nhir vay 13 chiing t8i d3 tririh
biy mét cach ngin gon va rd rang tit cd nhitng diéu
vé quy tich phing va khéng gian mi thd&i ¢d con chura
biét r&».

5. Sau Pécac va Phecma, phuwong phap ctta hinh hoc
gidi tich dwoc nhieu nha toin hoc nghién ciru va phat

trién, lam cho né din din trd thanh mdét nganh ctia

todn hoc.

- Nha toidn hoc cing thdoi véi Pecac 1a Ph. Pébdn
(1601 — 1652) di hoan thién mdt s két qui ctia Pécac.
Ong d3i chirng minh rang n*01 phuong trinh bic nhit

déu biéu thi cho dudng thang va d3 phan tlch modt cach

chi tiéet phuwong trinh ctia hypecbdl: xy 4+ bx + cy —
d = O. Ong d3 phin biét 17 dang cia phu‘O’ng trinh
ndi trén. Ph. Van S6ten (1615 — 1660) da u*ng dyung
mét phép tinh tién va mét phép quay ddi véi cdng thire
bién &bi cic hé truc toa d8. Hoc trd ctia 6ng 1la Gian
Peé-Vit (3625 — 1672) d3 nghién ciru cic giao tuyén
cdnic mia khédng nhd& dén phuong tién ctia khdéng gian.

Gidn Valis (?616 — 1703) ciing dinh nghia cénic mdt
cich truc tiép chir khbéng bing giao tuyén ctta mdt mit
nén va mit phang.

v Vio nira sau ctia th'é :kjr XVII cdn xuit hién mdt sb

L

tic phdm v& giao tuyén cénic, trong d6 didng chu y 12

-
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cuén «Nhiéng dieu méi vé giao tuyén cdnic» cha
Phi Lip Po La Hia (1640 - 1718).

Trong tic phim &6 1in ddu tién La Hia 43 dwa ra toa
d6 ctia mdt diem trong khdng gian gém ba dai luongx,
y, z, vi néi chung mét phwong trinh ctia ba bién sé
46 s& biéu thi cho mdét mit trong khdng gian. Nim 1700,
A.Paren (1666 — 1716) viét duwoc phwong trinh clia mit
ciu va tiép dién ctia né. Sau ndy phuong phip toa 4
phit trién manh mé& nhd cdng trinh clia A.C. Kleérd
(1713 — 1765).

Mic diu cé nhitng thanh tyu ké trén, cic két qua thu
dwoc bing cich ip dung phuwong phip hinh hoc gidi
tich nhin chung cdn it 61 va tin man. Phuwong phiap toa
48 va phwong trinh déng vai trd quan trong trong phép
tinh cic v6 cung bé hon 1a trong hinh hoc. Mii dén diu
thé ky XVIII nim 1704 nha vit Iy va todn hoc vi dai
Niuton (1643 — 1727) trong tic phdm «Liét k& cac
dudng cong biac ba» méi phiat gién s dung phuwong
phip hinh hoc giai tich mdt cich c6 hé théng. T d6
hinh hoc gidi tich trd thanh mdt phuong phap thuin lgi
d¢ nghién ciru hinh hoc. Nh& phuwong phip nay, moi
bai toian hinh hoc déu cé thé chuyén thanh mét bii toin
ctia dai s& va viéc gidi biai todn &3i s6 niy thudng dé.
thwe hién hon 1a gidi trwc tiép bing phuong phép-
hinh hoc.

6. Ching ta d3i biét ring ngay tir the&i cd cidc nhi -
toan hoc d3i nghién ciru phép chiéu xuyén tim, va dé
12 co s& ctta mdn hinh hoc xa dnh. O thé ky XVII
phuwong phdp xa ianh dat duoc mét s5 thinh tiru quan
trong, dic biét 12 viéc Gi. Keple (x571-1630) lin diu
tién dwa ra khai niém diém vd tan.
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Kzple 1a mét nha thién vin vi dai, 43 phit minh
ra nhitng quy luit chuyén déng ctia cic hanh tinh,
sau nay goi la quy luit Képle. 6 la:

1. Cic hanh tinh chuyén déng theo dudrng elip, ma
mit trdi 14 mot tiéu diém.

2. Ti s6 gifta th&i gian ma hanh tinh chuyén ddéng
theo mét cung elip va thdi gian chuvén déng theo
toan bé elip biang ti s& gika dién tich vach b&i bian
kinh vecto v& tir tiéu diém ciia cung &6 va dién tich
toan b<&dip. |

3. Binh phwong cic chu k¥ quay ctia ciac hanh tinh
ti 1€ vé&i tam thira ctia cic khoang cich trung binh
t ching t&i mit troi. - '

Po6i véi lich sir hinh hoc, cubén «Phan quang hoc
ctia thién vin» ctia Képle (xuit bian nim 1604) déng
vai, trd quan trong. Ong d3i chi ra ring giao tuyén cta
mit nén vé&i mit phing ¢é thé 13 dudng thing, dudng
tron, parabdl, hypecbdl, elip. -Ong ndi ring «dudng
thing bién thanh dudng parabd] khi chuyén qua dudng
hypecbdl, va bién thinh duwdng tron khi chuyén qua
elip », rdng «trong hypecbédl thi dudng tit nhat 1a dudng
thing via dudng nhon nhit 13 parabdl, cdn trong cic
elip thi dudng nhen nhit 13 parabdl va ta nhir 12
dudng tron ».

Képle @3 chi rd rdng néi chung cic giao tuyén cdnic
déu cé hai tiéu diém nhwr 12 elip. P6i véi duwdng tron,
hai tidu dié¢m &6 triang nhau tai tim. P6i véi parabdl
thi mét tieu diém di xa ra vd tin trén truc, cdn d6i
v&i hypecbél thi tiéu diém xa vd tin 46 lai trd vé gan
theo «phia bén kia».
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Khai niém vé diém vo tin do Képle néu ra ¢3 duoc
st dung mot cdch thing loi trong phuwong phip xa
anh. Khi diang mét phép chiéu xuyén tim tir mdt mait
phing nay sang mit phing khac, hai dwéng thing song
song c¢é thé bién thinh hai duwdng thing cit nhau
(ching han trén mét birc hoa,"hai duwong ridy tdu hda
phai dwoc vE& thanh hai dwdug thing ciat nhau &
dwéng chin trdi). Khi d6 ta ¢é thé xem giao diém do
chinh 12 hinh chiéu cda diém vd tin trén hai duwong
thing song song. C6 nhién, ta phidi xem trén mdot duwdng
thing di v&é hai phia déu chi ¢cé mdt diém vd tin, cac
duwdng thing song song véi nhau d€u ¢dé chung mét
diém v& tin, vd cic diém vo tin cia mdt mit phing
phai nim trén modt duwdng thing gei 1a duwdng thang
vd tin (né trng véi dudng chin trdi d3i nbd:1 & trén).

7. Trong khoiang d3u cta thé k¥ XVII ¢é nhiéu cdng
trinh vé hinh hoc xa anh, d6 12 nhitng cudn sich ctia
Ghidubandd Pen Moéngté (1545 — 1607), Ximdng Xtévin
(1548 — 1620), Phringxoca Dighidng (1566 — 1617).
Nhung tit cd cdc tic gid d6 déu bi nha toian hoc Phip
~Pédac (1591 — 1661) vwot xa. Pédac 1a nguwdi sdng lip
ra moOn hinh hoc xa anh xem nhu 13 mdt khoa hoc ddc
1ip. Muc dich ctia dng 12 tim mét sir md réng siu sic
vZ mit ly thuyét cfia cac phuwong phip d6 hinh vin (ng
dung trong kién triic, hdi hoa ... dé cang véi ly thuyét
vé phép chiéu ning lén thanh mét khoa hoc thirc sw
ctia hinh ho¢c. Khi gidi quyét van d¢é d¢6, Pedac d3 tim
ra dwoc phép bién d6i xa anh tédng quit, mdét phuwong
phip dic biét dé nghién ciru cdic tinh chit céia hinh.

Céng trinh co ban ctia dng gdém ba muoi trang
» Phdc thiao vé nhiitng diéu =xiy ra khi cit hinh nén
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bt mét.‘mét phing », xuit ban nim 1639. O day ta
thiy Pédac di str dung réng rii cdc khai niém; phép
bién ddi xa anh, diém vo6 tin, dwdng thing vo tin, ti
s& kép ctia bdn diém thing hang. |

Thém vio mit phing cic didm vd tin, dng di xem
parabdl va hypecbd! déula nhitng dirdng kin, cit dudng
thing v tin tai mdét diem (kép) hodc hai diém phin
biét. Ong d3 xét cic phép bién dbi trén dwdng thing,
gitr nguyén ti sb kép, va dic biét xét cd cic phép doi
hop trén dwdong thing.

Hai dinh 1y sau diy bay gid mang tén 13 dinh ly
Pédac 1 va 2:

Pinh Iy DPédac.1 : N,iéu hai tam giac ABC va A'’B’'C
cé cac duwdng thing ndi cic dinh twong rng ddng quy,
thi giao diém cic canh twong @ng thing hang.

Binh ly Pédac 2 : Cic duwirng bic hai di qua bén diém
cho\trirdc va cac cip dudng thing c6 thé vE@ qua bdén
diém A6 chin ra trén mdt dudng thing bat ky cic cip
diédm tao thinh mdt lién hé d8i hop.

Pédac ciing 43 chirng minh mot loat cic dinh ly vé
diém cyc ctia mdt duwdbng thing vd duwdng cwe chia mot
diém d6i v&i mdt cbénic, va irng dung cic dinh ly d6 daé
gidi mdt loat cdc bai toan dwng hinh.

Cic nha toidn hoc duwong thol dd cd nhing thii 18
khic nhau d61 vé&i hinh hoc xa anh ‘cia Pédac.

Pédac thi hiu nhw khidng quan tim dén, diéu 46 khéng
c6 gila vi 6dng dang «& 4n». Phecma dinh gid cao nhung
khdong nghién ciru. Mt s6 khic thi kinh s¢ vi mudén
doc tac phdm ctia Pédac can phdi nim virng ngdn ngd
toan hgc mé&i ctia dng (Pédac thudng tzo ra nhidu tir .
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mé&i 1ay trong thyc vat hoc). Né6i chung, nhitng tw twdng
mé&1 ctia Pédac chi duwoc mdt s6 it ciAc nhd toan hoc
hoan nghénh, trong sé d6 ¢ Paxcan (1623 — 1662) luc
bay gi& tuy méi 17 tudi nhung d3i céng hién cho hinh
hoc xa anh mét dinh ly mia Pédac goi 12 @dinh ly
vi dai n, ’

8. Paxcan I3 mét nha toan hoc va vat Iy toan dién (vé
vat ly bng da phat minh ra dinh lu3t Paxcan trong thiy
Iwc hoc). Vé toin hoc ngoai hinh hoc, éng cdn nhiéu
coéng trinh xult sic trong linh virc sé hoc va xdc xuit

«Pinhk ly vi dai» ctia Paxcan duogc in ra khoiang nim
chuc ban dé gé&ri &i cho cic nha toan hoc. Pinh ly 46
néi ring « Giao diém cdc canh dJdéi dién cita mét hinh luc
gidc néi tié€p trong giao tuyén cdnic nam trén mdét dudng
thing »» Mot trurdng hop riéng ctia dinh 1y niy 13 dinh
1y Pap khi dwdng cdnic suy bién thanh hai dudng thing.

Paxcan khing dinh ring nho dinh 1y d6 va hai dinh
ly cfta dng c6 lién quan, dng c6 thé xiy duyng mét ly
thuyét diy da vé giao tuyén cdnic, bao gdém cic tinh char |
ve dudng kinh va tiép tuyén, dung giao tuyén theo indt
sé6 diémectia chiang, vv ...

Nguwdi ta biét ring sau khi Paxcan chét, vin con 1ai
mot ban thio vé ly thuyét xa anh cfia cic dwdng cdnic.
Nim 1676 Lépnitx d3i nhin thiy ban thiao d6-va trong
53t birc thw, 6ng d3 trinh bay ngin gon ndi dung phong
pchﬁ ctia no.

Lépnitx con ndi ring ban thio di hoan thanh va cé thé
dem in. Tuy nhién, cbdng ‘trinh &6 ctia Paxcan khéng
duwge in ra va cho dén bay gi» moi c6 ging tim kiém
déu khdéng cé két quai.
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Trong ldc cac nbhad toan hoc dang tap trung cham chda
vao todn hoc gidi tich va d@ng dung ctia ndé 13 hinh hoc
giai ticl:, phwong phip binh hoc xa anh cta Pedac va
Paxcan hiu nhuw khéng dwoc tiép tuc phit trién. Tac
phim ct@ Pédac hoin toan bj bién mit va chl &1 nim
184s M. Saler mét1 tim thiy lai mdt ban chép tay do
Po La Hia sao lai nim 1679. Cdn ban in clta tic phim
d6 thi 100 nim sau nita méi tim thay.

Trong mébét thé&i gian khi dai, hinh hoc xa anh khoéng
tién bd dwoc gi thém. Phii chd dénm dau thé ky tha
XIX, sau khi dZ ¢cé nhirtng thanh cbng trong linh ywe
hinh hoc hoa hinh, thi hinh hoc xa anh méi thyc sw
bwdc vao théi ky phat trién rwc r&.

9. Cung v&i hinh hoc giai tich, sy xuit hién cic phép
tinh tich phan va vi phin d3 lam cho bd mit todn hoc
ctia thé ky XVII hoan toan thay ddi. Todn hoc tir viéc
nghién ciru cidc dai lwong r&i rac di tro thanh toan
hoc ctia cac dai lwgng bién thién.

o dAiy ta s& chi trinh bay cidc phwong phdp tich phin
va vi phan trong. pham vi hinh hoc. w

Pau tién phép tinh tich phin thyc chit la cic bai toan
vé viéc tinh d6 dai, dién tich, thé tich, tim trong tim.
Nhw chung ta &3 biét, ngay tir thoi ¢, O'dbéex d3 giai
quyét mdt s6 bai todn bing phuwong phdp «liy hét»r-
Acsimet d3 dp dung mét cach tai tinh phuwong phap dé,
va di dén khai niém «téng trén . va «tong durdir. ‘

Cic nha toan hoc & thé ky XVII di quay Ird lai, tim
vé Acsimet vi ho phii bit diu tir chd m3 Acsimet &3

dirng lai.
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Képle 12 nha bac hoc diu tién d3 thwe hién cac phuwong
phép tinh toin tryc tiép véi cic dai lugng vd cing bé.
Cin ctr vao phwong phdp ctia Acsimet, Képle cho ring
mdt hinh thirc bit ky dwoc biéu dién dwéi dang téng
cia mdt sé6 vd han cic phin vd cang nhd (ching han
hinh trén gdm nidt sé vd han cidc quat tron rit hep ma
chiing ¢6 thé xem nhw 13 nhitng tam giic cin cé chiéu
‘cao bing ban kinh hinh trdn, con &3y 12 nhitng doan
vd ciing bé nhwng cé téng bing d6 diai dudng tron).
Nhu ta d3 thiy, Képle di phit minh ra ba quy luit
chuyén déng cfia cidc hanh tinh, trong dé quy luiat th
hai dwoc phit biéu theo ngdn ngit ctia Képle 1a. ti s6
th&ri gian ma hanh tinh chuyén déng theo mdt cung trén
qliy dao va thoi gian dé chuyén ddng theo ca qiiy dao
bing ti s6 gitra «tdng ban kinh vecto» vE tir mot tiéu
diém tédi cic diém ctia cung d6 va «téng ban kinh vecto »
vach ra toan bd elip qiy dao. Téng «bin kinh vecto »
& day chinh 13 dién tich hinh quat. Thwec té, éng da
tinh dién tich hinh quat bing cach liy tdéng cic tam
gidc bé dén mirc ¢é thé xem nhw 12 mét ban kinh vecto.

Trong tic phim «Thién vin méi» (xuit bin nim
1609), khi so sinh téng sin clia cic géc 1ay ciach nhau
1° tir o cho dén ¢, 6ng d3 tim thiy cdng thirc, ma viét

theo ky hiéu biy gi® 1A
{ sinxdx = 1 — cos x
o

Sau ndy, chinh 6ng d3i chirng minh dwoc két qua dé
bang phwong phip chinh xic ctia Acsimet.

Vio vy nho ndm 1612, Képle di chti y dén nhirng
quy tic ma ndng dan thudong dung dé tinh toin luwong
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fwrou nho duwng trong nhirng thing v&i hinh dang khac
nhau, éng d3i d& tim nghién ctru vin dé &6 va &3 tim
ra nhi*tng phuong phip dé tinh thé tich cfia cic vat tron
xoay. Nidm 1615 6ng d3 cho xuit bin cuén «do thé
tich cidc thang ruou nho theo cach mdéi1». Képle d3
tién mdt buwdc khia xa so v&i nhitng hiéu biét ctia thoi
cd dng &3 tinh dwoc thé tich ctta 87 hinh méi.

Sau cic céng trinh ctia Képle, nhiéu nha todn hoc di
chti y nghién ciru viéc hoan thién mét phuong phap
tinh toidn chinh quy trén cic dai luong vo cung bé,
trong sé dé ding k& nhat 13 Kavaléri (1598 — 1647).

Quan diém cfia Kavaléri dugc trinh bay mét cach cé
hé thdng trong tic phidm « Hinh hoc trinh bay bing
nhitng phuwong phip md&i1 nhé cac dai lwong khdéng phin
chia dugc» cbdng bé him 1635. Néu ta xét mdt hinh
phing nioc d6, thi mdi duwdong thing chuyén déng song
song vé&i mdt dudng thing cho truwdc (goi 13 chuidn) sé
cit hinh d6 theo mét doan thing. Nhiwr viy hinh phing
d3i cho xem nhu tao thanh b&i vd s6 doan thing nhuw
vay, Cic doan thing nay goi 13 phan khdng chia dwoc
ctia hinh phing. Tuwong tw, modt khéi trong khdéng gian
cé thé xem nhuw sinh b&i tip hop vd s& cic hinh phing
nim trén nhitng mit phing song song, cic hinh phing
nay ciing goi 12 phan khéng chia dwoc ctia khéi di cho. .
Kavaléri tim thiy két qua sau diy: Néu hai hihh phang
dwoc sip xép sao cho khi ta cit ching bing mdt dudng
thing song song vé&i dudng chuin thi ta duwoc hai phan’
-tlr khéng chia duwgcec c6 ty 18 1A mdt hdng s6 k thi dién
tich hai hinh d6 ty 1€ v&i k. D61 véi thé tich cdc khéi
ciing c6 két qud tuong ty. "
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Ngoai ra Kavaléri con xét ci téng liiy thira ctia cic
phin tir khdng chia dwoc. Ching . han, éng di ching
minh ring, tdng binh phwong cic doan thing khéng chia
dwgce ctia hinh binh hanh bing ba lan téng binh phuong
cic doan thang khéng chia dwgc ctia hai tam gidc tao
- nén bd&i viéc chia hinh binh hanh bing mdt dudng chéo.
Két qua nay tu'o'ng du‘o-ng véi cdng thirc

xz d = 2 d - —
f x 3 fa x 3
Pinh ly 46 cbn duoc mé rdng cho lidy thira bat ky, tic
a
12 twong duong véi viéc tinh tich phin : fx" dx.
0]

Mic diu phuwong phap ctia Kavaléri cdn médt sS thiéu
sé6t (nhw khai niém «khéng chia dwec » khdng dugc dinh
nghia moét cach rd rang, thiéu nhing ky hiéu daisd, vi nd
khéng ap dung dwgc cho viéc do d$ dai cidc duwong cong,
vi trong truwdng hop nay cai « khdéng chia duwoc» 1a didm),
nhigu nha todan hoc d3 nhiét tinh tng hd Kavalerl va phit
trién phwong phip ctia ong.

Torixenli (1608-1647) d3 tinh thé tich ctia mét hinh tao
b&i mét hypecbol quay chung quanh mét tiém can. O" day
dng &3 chon cidi  «khdng chia duwgc» 13 nhitng mit
cong (chir khdng phii I3 hinh phing nhw Kavaléri). Ngoai
ra 6ng con tinh dién tich gi&i han bé&i cic duéng parabdl
vad hypecbdl véi biac tay ¥, tirc 1a nhiing dwdng cong cd
phwong trinh y» = kx T ™ va di tim ra diéu kién tdn

| tai gid trp ctia tich phin dinh han fydx trong trudng
i .

hop ciia duong hypecbdl.

10. Biy gid ta xét dén phuong phip vi phin c¢b lién
quan t&i bai todn tim tiép tuyén ctia mét dudng cong
‘va xac dinh cwrc tri ctia ham s6.
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Trong pham vi niy cidc nhi toin hoc th&i b di lam
duwgc rit it so véi phép tinh tich phian,

Pécac trong tic pham « Hinh hoc» d3 néu lén phuwong
phap tim phap tuyén ctia dudng cong tai mdédt diém (va
do d6 tim dwoc tiép tuyén) Nhung phwong phip chaa
ong la phuong phap dai sé chir khdéng phai la phu'o'ng
phap vi phin.

Vao khoang nim 1629, trong khi Pécac tim ra phuong
phap dai s6 d6, Phecma d3 sing tao mét phuong phip
khic, c6 thé ap dung d& tim cuwc tri cfia mdt ham va
phap tuyén ctia dudong cong. Phuong phip nay duoc
trinh bay trong tic pham khéng I&n « Phuwong phip tim
cwe dai va cyc tiéu» va did trd nén moét bd phan quan
trong ctia giai tich cac dai lugng vé cung bé.

Lip luin cia Phecma nhw sau : Gid s&¢ ham sé f (x)
dat dwoc cyc dai tai x = a, thc 12 f (@ = h) < f (a).
Khi &6 f (a + h) — f (a) < O do d6: :

fi(a) h + fz(a) h® + fa(a, h®... < O wva
—fita)h + fala)h®— fs (@) B + ... < O
Khi h dt nhd va fi (a) = O diu ctia cic vé€ bén trdi
triung véi diu ctia s6 hang th& nhiat bédi viy mudn cé
cid haj bit ding thdac trén ta phii c6 f; (a) = O, va fz (a;
<< O. Ciing lap luan twong tw, néu f; (a) = O va fa(a)
> O, ta c& cyc tidu tai x = a. :

Nhu viy, diéu kién cd cuc tri fa (@) == O tring véi

-

dieu kién ma ta viét dudi dang nhuw hign nay :

h) —
MRS IR

h - O .

1Q0



Vé viéc tim tiép tuyén, Phecma di vidt : « Viéc xac dinh
tiép tuyén tai mdt di€m cha mdt duwdng cong nao d6 sé
din dén phuwong phap di trinh bay trén» Ong khéng néu
ra mdt quy tic chung, mi chi duwa ra thi du vé tim tiép

tuyén TM tai diém M ctia parabol i =

bing cich tim doan TX (hinh 12).

Hinh 12

Do hai tam gidc TXM va TX’M’ &dng dang va bit ding
thirc XXM’ < X'N, ta ¢c6:
OoX XM2 ~ XM2 TX?2

—_

oX’ XM’ X'N2 TX2
Ky hiteu OX = x, OX' = x — h, TX = ¢, TX' =t — h,
ta sé dwoec:

o

X t-
— oo — hay Zh - xh? 2 txh. -
x—n = (¢t — h)? d | >

Khi h khi nhd, bit ding thirc tr& thinh ding thérc va
ta ¢6 t = 2x
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‘Nhw viy phuwong phdp ctia Phecma thwc chit 1A phuong
phap vi phin. , _ |

Trén diy ta d3 trinh bay mét cich so luoc cic van d&é
hinh hoc 1i€n quan t&i phép tinh tich phin va vi phian.

dé ciing chinh 14 th¢i ky phoi thai chia nganh gidi tich voé
cang bé.
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Chwong VII

HiNH HOC & THE KY XVIII

- 1. Ciing nhu & thé ky trude, gidi tich todn hoc chiém
dia vi wu thé trong sy phait trién todn hoc ctia thé
ky XVIII. Trong th&i gian nay, co hoc la mdn hoc di
ddu trong cic khoa hoc vé thién nhién, dwoc phét trién
manh mé& v&i nhitng céng hién quan trong ctia Niuton,
L\aplax (1749 — 1827), O'le... Co hoc di c6 mét anh
hudng manh mé té&i toidn hoc nhit 13 gid1 tich, v3i vio
khodng gitra thé ky XVIII phép tinh vi phin vi tich
pkdn ctia Lépnitx d3i duwoc nghién ciru trong co hoc
ctia Niuton.

Gid1 tich todn hoc dwoc phin chia thinh nhiéu nganh
d6c lap, do yéu ciau ctia co hoc cling nhu yéu ciu cta
chinh ban thin toan hoc. | _

Nhitng thanh cbébng ctia giai tich toidn hoc d3i anh
hudng nhidu dén sy phat triédn ctta hinh hoc : hinh hoc
gidi tich dwoc tiép tuc nghién ctru manh mé. Mdn hinh
hoc vi phin ra d&i nhim nghién ctu cic dudng cong va
mit cong khdng gian bang phwong phdp vi phin.

Trong thé ky niy, do yéu ciu ctia nganh xiy dyng va
nganh kién tric mdn hinh hoc hga hinh ra 461, phat
_trién manh va tao di€u kién cho sy xudt hién cta hinh

hoc xa dnh & dau thé ky XIX.
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Mot hurdng khac trong hinh hoc 1a viéc nghién c@u
Iy thuyét duwdng song song, chuin bi cho mét phit minh
quan trong ciing vao dau thé ky XIX : hinh hoc phi Oclit.

2. G.F. Lbpitan (1661 — 1704) i tic gia ctia mét
trong nhitng cudn sich gido khoa diu tién vé bhinh hoc
gidi tich, cudn «Vé cdc giao tuyén cdnic va vé nhirng rng
dung cfia chung dé gidi phwong trinh trong nhirng bai
todn xic dinh hoic khdng xic dinh» (1707). Ong di duwa
phirong trinh ctia giao tuyén cdnic vé cic dang :

c? x2 1 px2
¢ = px, ¥% = % — - = - pf — -
’ S £ 2 2t
2 42 22
I Sl G — pex® 1
y2 = - 2 4 €% == - __*_—m-pt
.ot 2t

trong d6, t 1a nidra truc 1&n va ¢ 1a nira truc nhéd. Ciac
tinh chit ctia cdnic dugce chirng minh biang phwong phip
Linh hoc thuin tay hoic bing phuong phip dai s6, suy
ra tir nhitng phuong trinh dé.

Lopitan 43 xét moét loat cidc bai toan thd vi, va d3a
chi*rng minh ring quy tich cfia cic di1ém ma ti s6 khoang -
cach t&i hai diém ¢6 dinh bing hing s6 13 mét dudong
tron, cdn quy tich cic diém ma ti sé khodng cach té&i
mot diém va mdt duwdng thing ¢ dinh biang hing sé 1
méot dudong comc.

Giacdp Hecman (1678—1733) la ngudr cbd nhu'ng
déng gép lon viao swr phat trién ctia hinh hoc giai tich.
Ong @3 khao sit dudng cong bic hai mét cich diy da
hon so v&i nhitng ngudi di trwedc dng. Xuit phat tir
phuong trinh

xy2 + 2Bxy + ¥x2 + 28y + 28x + ¢ = O,
6dng chirng td ring duéng cong cé6 phuong trinh 46 1a
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elip, hypecbdl, parapdl phu thudc vio dai luwong B2— a ¥
bé hon O, bang 0, hoic lén hon 0. Ong ciing d3 biét
ring phuwong trinh néi trén cé thé biéu thi cho mdt cip
duwdng thing.

Hecman ciing d3 4p dung phuwong phap teoa d6 cyre vao
viéc nghién cru cic duwodng cong, va duwa ra cdng thuc
lién hé gifta toa d6 cuc. -~

-

3. Nhu d&3 néi, nim 1704 Niuton cho cdng bd cudn
« Liét k& cic duong cong bic bay, mdt tic phim cé
nhiéu déng gép quan trong viao viéc nghién cru cic
dudng cong bic cao, va vao viéc phat trién cic phuwong
phip cta hinh hoc giai tich. Ixdc Niuton (1643 — 1727),
nha toin hoc va viat ly hoc vi dai nguwdi Anh, sinh ra
trong mdt gia dinb dién chi. Ong t6t nghiép trudng dai
hoc Cambritgio nam 1665 va & lai lam viéc tai khoa
toan do Ixic Bard (1630-1677) linh daoc. Nim 1669
Ixic Bard dé nghi nhudong quyén linh dao khoa cho
Niuton, vi 6ng nhin thidy ring chang thanh nién 26 tudi
ady d3a vurot xa minh. Niuton & lai Cambritgio cho dén
nim 1696, khi d6 6ng dwoc triu dinh Anh quéc moi
ra nhin chirc thanh tra. Tén tudi caa Niuton dwoc moi
ngudi biét dén tir khi dng cho ra doi cudén ¢ Co sé& toan
hoc ctia triét hoc tu nhiény (1687). DS 14 mdt cudn sich
1&6n trinh bay cach xdy dung tién dé ctia co hoc va dinh
luat hip din (dinh luiat lam cho qui tdo roi xudng dit
va mit tring quay chung quanh qua dit). T dinh luiat
luc hip din ti 1€ nghich v&i binh phwong khoiang cdich,
Niuton d3 rat ra quy luat chuyén doéng ctia cic hanh
tinh ma Képle d3 tim thiy bing thuc nghiém. Ong ciing
d3 gidi thich hién twong thay triéu va nhiéu hién twong
khic v& sir chuyén ddng cta cic thién thé.
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Trong cudn « Liét k€ cic dudng cong bic ba», Niuton
d3 phin cic dudng cong bic 3 thanh 72 loai xuit phat
tir ménh &8 néi ring moi dudng cong bic 3 déu cb thé
thu duwoc bing cich chiéu xuyén tim mdt dudrng « Parabsl
phan ky» 32 = ax3 + bx2 + cx 4+ d 1én mdét mit phing.
Cic két qua déu trinh by ngin gon via khdng c6 chirng
minh, ké cd dinh 1y quan trong nhu : s6 giao diém cta
hai dwong cong dai sb bing tich cac bac cfia chung.

Niuton con dé ra mdét phuong phap déng hoc dé tao
thanh mét dudng cong biac hai ma dng goi 13 «sir md td
c6 han». Néu ta quay hai géc d3 cho chung quanh d&inh
ctia ching, sao cho giao diém hai canh nao @6 ctia chiing
chuyén ddng doc theo mét duwdng thing thi giao diém
ctia hai canh kia s& vach thanh mét giao tuyén cénic (dic
biét c6 thé 13 dudng thing). T d6 6ng néu lén nhirng
phuong phip dung dudng cong bic hai khi biét nim
diéu kién, hai trong s6 cac diéu kién 46 la: hodc dudng
cong bic hai di qua mdt diém &3 cho holic tiép xtc
v&i mét dudng thing d3 cho. |

Nim 1717, Xtiéclinh (1642-— 1770) viét cudn « C4ic
dudng cong bic 3 cfia Niutony, tréng d6 6ng chirng
minh hiu hét cic dinh 1y ctia Niuton. " diy XtiécLinh,
dong thoi inét Iiic v&i Hecman, d3 néu 1én ménh dé vé
s& cac hé sb trong phuong trinh ctia mét duwdng cong
dai s6 biac n, va tir d6 suy ra ring dudng cong bic n

n(n + 3)
2

ducoc xic dinh bdi diém.

Xtiéclinh con xiéc dinh s®& nhidnh v tin cbé thé& cé cta
dudng cong, xic dinh tiém cin va cd dudng tiém cin
cong. Ong cdn thém vao 72 loai cfia Niuton 4 loai mé&i,
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Nhin chung Xti€clinh d3i c¢6 nhiing déng gép quan
trong dé 1am sing td cdng trinh ctia Niuton. Tuy viy
ong vin chuwa chirng minh dugc mdt trong nhitng dinh
ly quan trong nhit ndi rang tit cid cic duwdng cong bic
ba déu cé6 thé thu dwoc bing cich chiéu xuyén tim
dudng parabdl phin ky. Piéu d6 sau nay Klerd chirng
minh duoc.

Phuong phap «md td c6 han» cia Niuton dugc Cdlin
Macldranh (1698 — 1746) ap dung &é xay dung nhirng
dudng cong bac 3. Vi du cho mdt géc quay quanh dinh
con goéc th hai chuyén déng sao cho mét canh di qua
mdt diém cé6 dinh. Khi d6 néu giao diém hai canh nio
d6 vach ra mét duong thing thi giao diém hai canh
kia s&€ wvach thanh mét duwdng cong bic 3. Trong cudn
« V& cdc tinh chit chung cfia cac duwdng hinh hoc» (1748),
dng d3 néu 1én nhitng dinh ly mé&i vé giao diém cac
duwdng cong bic 3 véi dudng thing, va cic tiép tuyén
ctia dudng cong tai cic tiép diém. Ching han dinh ly
sau didy: Néu tir mdt d&iém P ta v hai cat tuyén cit
mét duwdng cong tai A, B, C... (trén mdt cit tuyén) vi
A’', B', C’ (trén cat tuyén kia). Goi A,, B,. C, 1i giao
tuyén cfia cit tuyén PA v&i cic tiép tuyén ciia duwdng
cong tat A’, B”, C’,... khr d6 : '

1 1 1 ‘ 1 1 1 :
pX V8 "Pc """ Tpa, "pB PG T
Mobt dinh 1y khic : Néu vE qua mét didm P mot cit tuyén
bat ky. cit durdng cong tai A, B, C, ... thi giiy tich nhitng
diém M ctia cidt tuyén &6 sao cho

1 1 : 1 1
[ - - e — = + . v .
P T pa T BB T B
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1a mot duwdng thing (biy gid ta goi nd 12 duwdng d6i cuire
ctia did¢m P d6i v&i duwdng cong di cho). ‘

4, A, C, Klerd (1713 1768) cd nhitng ddng gép quan
trong viao sy phat trién ctia hinh hoc, dic biét 13 hinh hoc
gidi tich. L3 con ctfia mdt gido vién todn & Pari, Kl1érd d3
thé hién tai ning toin hoc cia 'minh rit sém. Nin 12 tudi,
Oong d3 1am cho cdc vién si Vién Hin 1Am Pari phdi ngac
nhién vi mdt cdng trinh cfia éng vé mdt sé6 dudng cong
bic 4. Sau khi dng tra 1&1 tidt cid cic ciu hdi chia cdc vién
si, ho m&i thit tin ring &dng 13 tic gid ctia cdng trinh d6.
Nim 1729 ong trinh bay tri#dc Vién Han 1dm Pari cdng

trinh « Nghién clru cic duwdng cong ¢é hai &6 cong», céng
trinh nay dong vai trd quan trong trong s phat tri'é":n‘ ctia
hinh. hoc giai tich va hinh hoc vi phin. Hai nim sau,
chang thanh-nién 18 tudi duwoc bau lam vién si Vién Han
Lim Pari, mét dieu chuwra tirtng cé trong lich sir. Nim
1754 Ong duoc bau lam vién s nuwédc ngoai clia Vién Han
lim Pétecbua va nim 1752 duwoc giadi thudng ctia Vién vé
cdng trinh nghién ciru qiiy dao clia mit tring, va mudi
nim sau dwoc giai thudng (cling ctia Vién Hin 1im
Pétecbua) vé cdng trinh nghién ctru sao chdi.

Klerd viét tdc phim « V& cdc dudng cong, cé6 duroc bing
cich cit mdt mit cong nao dé bédi mdt mit phing cé vi .
tri xac dinh» (1733) khi dng mé&i 18 tudi. Trong tic phim
nay, éng di chirng minh ring tit ci cic dudng cong bic .
3 déu cé thé xem 1a hinh chiéu xuyén tim ctita 5 loai :
parabdl phian ky. Pinh ly ndy do Niuton néu ra trohg
cudén « Liét k& cic dudng cong bic 3», va nhu di néi,
Xti¢clinh khoéng chirng minh dirgc. Klerd di xét mdt hinh
noén bac 3 :

Scyz = ax® + bx%z 4 cxz?  dz8

108



ma giao tuyén clia né v&i cac mit phing x = const 1a
nhitng parabdl phin ky, cdn giao tuyén ctta nd v&i moi
mit khac thi cho ta tat ci cdc dang khic ctia dwdng cong

bic 3.

Ciing trong tac pham do6 Klerd di khio sit mdt 1ép
rit quan trong ctia cidc phép bién d6i mit phiang, ma bay
gi®> ta goi la phép afin. Hai: dudng cong twong rng véi
nhau qua phép afin duwoc 6ng goi1 1a ha: dudng « ciing mdt
dang ». Nhu viy Klerd 14 ngudi dau tién d3 tién hanh
phin loai afin cic dudng cong.

5. Nhin vit trung tdm cGa nén toin hoc thé giéi thé ky
XVIII 1a nha toan hoc vi dai Lédna Ole (1707 - 1783).
Trong lich str khoa hoc toan-ly, thé ky XVIII cé thé goila
«thé ky O’le». Trong syg phit trién ciia hinh hoc giii tich,
O'le ciing d3 dé lai nhitng céng hién khéng thé phai mo.

L.édna O’le sinh tai thinh phé Baden (Thuy si). Cha 1a
Pén CO’le, hoc todn vé&i Giacdp Becnui (1654 - 1705) cdOn
chinh 6ng thi hoc v&i Gidhan Becnui (1667-1748). Nim
1725 chang thanh nién Cle cing di sang Pétecbua véi
Nicdlai Becnui {1695-1726) (con ctia Gidhan Benui) va lam
viéc tai Vién Han 1am Pétecbua cho dén nim 1741. Tir
1741 dén 1766 dng lam viéc tai Vién Han 1am Beclin duéi sy
bio tro dic biét ctia vua Phridric dai dé va tiy 1766 dén 1783
ong lai trd vé Pétecbua va liac bdy gidr dwoce sy che chd
ctia nit hoang Ekatérina. Ong hai lan 13y v va ¢6 13 con
tit ca.

Hoat dong khoa hoc ctia O’le kéo dai lién tuc trong gan
60 nim. Thién tii todn hoc cta 6ng dé lai nhitng dau vét
trong tit cd moi nginh toin hoc va co hoc ctia thé ky
XVIII. Mic dau ndm 1735 6ng bj mu mdt mit, va nim
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1756 mu nét mit cdn lai, cic nghién cirerkhoa hoc ctia 6ng
khong hé gidm siat. Vé&i mét tri nhé ky diéu va khd ning
sang tao phi thudng, Ole doc cho cac thuwr ky wviét cac
phit minh ctia minh. Ong &3 @& lai cho nén toan hoc thé
gi&i khodng 850 ¢dng trinh, trong d6 530 cdng trinh dwoc
in ra khi 6ng cdn séng. Sau khi mit, nhitng bin thidoc ma
dng dé lai dwoc Vién Han 1am Pétecbua lin luot cdng bd
trong khoang 47 nim méi hét.

Trong tap 2 ctia cudén « M& dau vé gidi tich vd ciing béy
(1748) O’le di trinh bay mot cich diy dd va cé hé théng
médn hinh hoc gidi tich. Khic v&i Niuton, trong cuén nay
O’le c6 ging gidi quyét tit cAd cic vian d& ctia hinh hoc
bing phuong phip dat s va giai tich.

Trong hai chirong dau ctia cudn sich Ole 43 dinh nghia
hé toa 4% vudng gobéc va xi€n goéc, dinh nghia dwdng cong
va dudng cong lién tuc, vi dwa ra coéng thirc bién ddi toa
d3. Trong trurdng hop bién ddi toa d6 vudng gbc, cdng thire
ca CO’le 1 x = using 4 t cosq — f ;

Yy = u cosq — tsinq;g,
trong d6 g 13 géc quay ctia cac truc toa dd.
Chuong V va VI néi vé nhitng tinh chit chung cfia giao

" tuyén cdnic, tirc 1a nhitng tinh chit c6 thé suy ra tir
phuong trinh bic hai téng quit, ma dng viét duwdi dang :

(ex + %)y &x+ 3 x +
. - -4 -

y: 4+ = 0

S

Dwra vao cic tinh chit clta tdng va tich ciac nghiém ctia
phuong trinh bic 2, tir phurong trinh néi trén O'le d3 suy
ra nhitng tinh chit chung ctta duwdng kinh, gidy cung, tiép
tuyén. Sau &6 dng xiac dinh phuwong trinh ctia duwdng kinh
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chia dbdi cac gidy cung song sdng v&i truc tung, trong
trirdng hop hé toa dd vudng gbébe cling nhw xi€n géec. Giao
diém ctia hai duwdng kinh s& 13 tAm cha giao tuyén cdnic,
khéng phu thudc vao gbc gitra cac truc toa &4$. Ole ciing
d3i thiét lip cic phuwong trinh dwa vé cdc duong kinh
li€n hop
P2 - a + B x + ¥y x2Tva ¥y x—PBx2

Xuit phit tir phuong trinh sau, bing nhitng tinh toin,
6ng d3 xic dinh duoc cip dudng kinh lién hop khidc néu
biét géc hop b&di truc hoanh va mdt trong cic dudng kinh
d6. Ong tinh dwoc goc hop béi hai dudng kinh lién hep
dé va d6 dai ctia ching.

Cic chuong sau néu lén cic dinh nghia va tinh chat
ctia tiéu diém, nira truc 1én, nita truc bé, khodng cich tir
tiéu diém d&én dinh...

O’le cdn xét phuwong elip ma c¢é dinh tai géc toa &6 .
¢ (zc;z"_ <) %2
Tior &85 dng chuyén sang parabdl bing cich d3t 2d = c.
Nhitng tinh chit ctia parabd! dwrgc tim ra bing cich xem
noé 134 dudng elip dic biét (mdt dinh bi kéo ra vd tin).
Sau ‘d6 6ng xét phuong trinh hypecbél. '

y2 = o + 8 x?

va chirng t& ring cic truc lién hop ctia né trong
trurong hop nay 13 do. Ong gia thiét truc 3o bing
8V __1va dwa phuwong trinh hypecbdl vé dang.

b2

yé = (x2 — a?).

a
Tinh chit caa hypecbdl duoc suy ra tir tinh chit cta
elip bing cach thay b2 bé&i — b

Y2 = 2cx
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Ching ta khong dd chd d& winh bay mic diau 13 rit
so lwoc ndi dung ctia cudn sich gobm 22 chuwong d6 cta
O’'le. Trén diy chi 13 mébt s6 it sw kién cé lién quan dén
duwdng cong biac 2. Nhirng phian con lai ¢b li€n quan dén
cac duwdrng cong dai s8; cic duwdng tiém cian thing va cong,
cic diém dic biét; ciac phép bién dbdi bién duwdng cong
thanh chinh né, phép bién dbi ddng dang, phep afin, phép
bién &bi bao gidc, mdt sé dudng cong siéu viét, v.v...
6. Biy gid ching ta chuyén sang xét sy phat trién cha
hinh hoc gidi tich trong khdng gian. o

Viéc ap dung phuong phép toa d6 trong khdéng gian 3
chiéu d3 duwoc xét t&1 thé ky XVII, véi Décac va Phecma,
nhung trong mét thdi gian dai nd vin khdéng duwgc phat
‘trién mic diu La Hia 43 viét duvgoc phwong trinh caa
mdt sé mit. :

Miaa hé nidm 1700, Angtoan Pardng (1666 — 1716) vién
si Vién Han ldm Khoa hoc Pari d3 trinh bay mdt cdng
trinh vé tinh chit cfia cdc mit, mang tén « Nhirng thi
nghiém va. nghién cfru vé todn hoc va vit ly .. Paring di
gidi quyét bai toin xic dinh tiép dién cia mit cau cé
phuong trinh :

c 4+ y2— acy + b2 -+ x2— 2bx + a2 + z2 — 2qz = r?

Ngoai ra dng cdon nghién ciru cic mit :

_ N s
y=esa \[I2 - o

bing cich xét cid giao tuyén b&i nhiitng mit phing song
song vé&i cac mit phing toa d6.

Nim 1728 trong cone trinh « V€ cac dudng ngdn nbit
(t86i dodn) trén moét mit bit ky, di qua hai diém biat ky »,
bing cich dwa vao hé toa db vudng gbéc trong khdng gian
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O’le di chi ra ring mét mit duoc biéu thi bing mét phuwong
trinh lién hé véi ba toa d6 t, x, y via dwdng thi duoc
biéu thi b&i hai phuong trinh nhw viy. Ong con néu
1én phwong trinh cfia ba loai mit: mit try, mit nén va
mit tron xoay, ma trong ky hiéu ngly nay cé thé viét.

Zoe=fy) . 2 = (-2, Z = 2 4y
X X

Trong tap chi «Bdo cdo» cia Vién Han 1im Pétecbua
nim 1732, 1733 c¢6 nhitng cdng trinh ctia Hecman vé hinh
hoc giai tich trong khdng gian. Ong di nghién ciru mit phing
az + by + cx — g2 — O va mét sé mit bac hai nhu :
mit try parabblic: z2 — ax — by = O ; mit nén z2 = xy
vaagz?—bxz —cyz + cy2 — O ;cic mit z2 ——ax?® — bxy —cy?
— ex — fy = O va az?® + byz + cy?—exz + fx2 -+ gz
— bx = O ; va cudi cung 12 « the trdny u2 — x2 — y2 = O

az

trong d6 u la ham cta z, dic biét u2 == a2 — -2~ , VA
b
2,2
, a’r
Lug - aﬂ D .
b2

Coéng trinh néi trén chua duoc hé thédng, nhuwng bing
nhirng thi du khac nhau, Hecman &3 chi ra phuong phdp
xic dinh mit phing tiép xuc, cac diém cwe tri ctia mit,
ciing nhuw phwong phap xic dinh hinh didng cfia mit dya
vao cic thiét dién khic nhau.

Nim 1731, K1€rd cho xuit bidn cudn « Nghién ciru cac
duwdng cé hai d6 cong ». Cudn sich nay da trinh bay nhitng
cor s& ctia ba nganh hoc : hinh hoc giai tich trong khéng
gian, hinh hoc vi phin va hinh hoc hoa hinh. Ong di
dua ra nhitng phuong trinh cfia mdt s6 mait trdn xoay
phirc tap nhw elipx6it tron xoay, hypecbdldit mdt ting
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trébn xoay, va parabdldit trén xoay. Sau d6 Klerd con
‘nghién cfru cac dwdng cong trong khéng gian. Trong
céng trinh nay, Klérd 1an d3iu tién d3 néu cdng thirc
tihh khoang cach gitta hai diém mdt cdch rd rang

f=~@EFa?+ (y T b+ (zFc)
va Klérd ciing 1a ngudi dau tién viét phwong trinh cha
mit phing theo cidc doan chan (trén truc toa d9) :

zZ y X

« T h T e =F

7. Lan diu tién, hinh hoc gidi tich trong khéng gian
dwoc trinh bay mdt cich cé hé théng trong phin « Phu luc
vé cic mit, ctia cubn « M& dau vé gidi tich vd cung bé »
(O’le 1784). Phan muc luc nay cé lién hé chit ché vé&i
cic ham gidi tich hai bién sé.

Pic biét trong chwong 1V, Ole d3 xét cic phép bién
ddi toa d6 vudng gbédc céd dang :

X = p (cosE cos () — sin § cos il sin ) 4
q (cos ¥ sin ) 4 sin& cos il cos (}}) —r sin & sin N - f;

Yy = —p (sin& cosfh + cost cosM sin ()) —
q (sin & cos f — cosMN cos& cos ()) ~— rcos& sinm + q;
Z = — Ppsinil sin() + gsinn cosf) + r cosn 4 A.

Ciac géc &, M, ), xic dinh sy quay céia cac truc, ngay nay
go1 1a gbc Ole.

Trong chuwong V, O’le di nghi€én ctru cac mit bic hai
véi phuong trinh viét dudi dang

az2 —Byz + §XZ + 32+ XY+ EX2  NZ 4 Y+ ix+T=O
va 1An dau tién dwa ra khai niém nén tiém cin. Bing
phuong phdp bién db6i toa d$ dé duwa phwong trinh miit
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bac hai vé dang don gian. O'le d3 dit nén méng cho viéc
phin loai cdc mit bac hai. Cic phuwong trinh chinh tic ctia
mit bac hai khdéng suy bién duwoc O'le viét dudi dang:
Ap? 4- Bg2 + Cr?2 = a? ; Ap® + Bg® — Cr?2 - a?

Ap?2 — Bg2 — Cr%2 — a2 ; Ap® + Bq¢? - ar, Ap? — Bg3 — ar,
Ap? == aqg ; o6ng di 1lin lwot goi tén cic mit d6 la:
eliptdit, mit hypecbdl eliptic, mit hypecbdl hypecbdlic,
mit parabdol eliptic, mit parabdl hypecbdlic va mit try
parabdl. O’le cdn néu 1lén phuwong phip téng quit dé
tir mdt phwong trinh ciia mit bit ky cé thé biét dwoc
mit d6 cé mét trong nhitng dang ndi trén.

O’le &3 phat hién trén mit parabdldit hypecbélic
Ap? — Bg? — ar mdt cip dudng thing trong mit phing
r — O nhuwng cic duwdng thing khac clta mit thi khoéng
thiy nhic dén. Sau nay nim 1759 W. Bréikenritgio
(1700 — 1769) di chirng t& mit parabdldit hypecbdlic
12 mit ké, ¢c6 mdt ho dudng sinh thing, va nim 1763
A.R. Mbduy (1731 -—1815) phit hién thém mdt ho
dudng sinh thi hai. Mobt hoc trd ctia G. Monggio 1a
Sacle Tanhxd (1749 — 1822) d3i nghién ciru cac mait ké
mét cich téng quit hon: dé la nhirng mit sinh bd&i
mdt dirdong thing chuyén ddng song song v&di mdt miit
phing va twa 1én hai dudng cong cho trudec.

Monggio (1746 — 1818) va Lagranggio (1736 — 1813)
di gidi quyét mdt s6 bai toian trong khéng gian, tuy
so cidp nhung rat quan trong dé& trinh bay mét ciach c¢é
hé théong mébén hinh hoc giat tich khdéng gian. Mbnggio
di viét phwong trinh ctia mit phing di qua mdt diém
cho trwédc vudng goéc véi mdt duwdng thing cho trudc
va wng dung dé viét phuwong trinh mit phing phdp ctia
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dudng cong ghenh y = ¢ (x), z = ¢ (X). Ong ciing di
xic dinh dwoc khoang cich tir mét diém &3 cho téi
'mot mit phiang di cho.

Trong tic phim « Mdt sb bai toian vé hinh chép diy
tam gidc, giai bang phuwong phap giai tich » (1;773),
Lagrangmo' d3i i‘rng dung phu*o*ng phiap hinh hoc giai
tich vao nhirng bai todn trudc d6 chi giai bang phuwong
phap tong hop. Néu cho truwdc toa dd cic dinh ctia
hinh tir dién, Lagringgio cé thé tinh dwoc dd dai cac
canh, dién tich cic miat bén, dudng cao cta tir dién va
thé tich ctia né. Ong con tinh dwoc ban kinh hinh
tim ciu ngoai ti€p, ndi tiép tr dién cling nhu trong
tim ctta nd. |

Khi tinh dién tich ctia mét tam gidc ¢é mdt dinh tai
gbc toa 46 con hai dinh kia trng v&i hai bin kinh vecto
r va r’, dng 43 dwa ra céng thirc, ma ngay nay ta goi I
cdng thic Lagringgio : |

(r)e (MN2-(rr-): = [rr]?
trong a6 (e va(r)? la blnh phuong v hu'é'ng, rr’ 13
tich v6 huwéng, [rr/] la tich vecto.

Cic cdng trinh nghién ciru ctia O'le, Mongguy Lagrianggio
va cic nha todn hoc khic d3i cho phép socan thio mbt
gido trinh vé hinh hgc gidi tich vao cudi thé ky XVIII,
vé co ban giéng nhw gido trinh & céc trueédng dai hoc
ngay nay. Vé mit d6 phai ké dén cdng trinh ctia S.Ph.Lacroa
(1765 — 1842) « Gido trinh co s& vé lwong giic phing,
leong gidc ciu va ang dung ctia dai sé trong hinb hoc »,
Trinh bay ctia Lacroa rit nién dai, dén mdrc ngay nay co
thé dang gido trinh géc dé (in 1an thdé nhat) lam tai liéu
gidng day & cic trudng dai hoc (ndm 1897 con xuit ban
‘gido trinh &6 lan thd 23).
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Nhu vay 13 cé6 thé ndi ring trong khodng 200 nim, bit
dau tir Pécac va Phecma, hinh hoc giii tich nhanh chéng
phat trién thu duwgc nhitng két qud quan trong v dén
cubi thé ky XVIIT né d3 trd thanh mdt mdén hoc hoan
chinh, dugc dwa vao gidng day & nhifng nim dau tién
ctia’ bic dai hoc.

8. Trong phan trén ta di mdt d6i lin nhic d&én
G.Monggio. Nha toin hoc 16i lac ngudi Phip d6 di déng
mdt vai trd quan trong trong viéc phat trién hinh hoc,
nhit 13 hinh hoc gidi tich, hinh hoc vi phan va hinh hoc
hoa hinh.

G. Monggic' sinh nam 1748 trong mét gia dinh budn
ban nhé. TSt nghiép trwdng k§ sw quin sy & Meédiero
dng dwoc gitt lai giéng day & &6 tir ndm 1765 dén 1783,
Nam. 1768 o6ng trd thanh glao sir todn hoc va 1771 —
gido sw viat Iy Tir nam 1780 odng bit dau giang day &
Pari, ndra nam ¢ Pari va nira nam & Médiero. Ciling ndm
d6, 6ng dugc bau lam vién si Vién Han 1im Khoa hoc
Pari, va tir 1783 thi & hin tai Pari.

Trong thdi gian & Médiero, Ménggio d3 nghién ciru
cAc nguyén tic ctia hoa hinh, dic biét 1a phuwong phip
- ma sau nay ta goi la « Phuong phip Mobnggioy. Vao
khodng nhiirng nim o dng bat diu nghién ciru nhirng
irng dung ctia giai tich vao ly thuyét mait. Ngoai ra ong
coOn nghién clru thanh c¢éng cdc van d& vat ly, héa hoc
va k¥ thuit do yéu cau phai tuy didm nhi3n quin Iy mdt
nha may luyén kim, ctia hdi modn trong cudc hdn nhin
nim 1777,

G. Ménggio 13 ngwot sdng lap ra trudng Bach khoa
(1794) va linh dao né t_x;ong suét 20 naim. Chinh &
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trudng nay d3 xuit hién nhirng gido trinh co s& vé hinh
hoc vi phian vi hinh hoc hoa hinh.

Vi Mbnggio Ia ngudi nhiét tinh ding hdé Napblédng,
nén sau khi vi hoang dé nay bi di day, thi vio mtia xuin
nim 1816 &ng bi truc xuat khéi Vién Han 1am Pari va
khot trudng Bach khoa. Thim chi nim 1818 khi éng
mit, hoc trd ctia dng bi cim khdédng duoc &1 duwa dam
nguwdi thiay hoc 181 lac ctia ho.

9., Mén hinh hoc vi phan xuit hién tir cubi thé k¥
truwdc nhuw 14 sy 4p dung ctia phép tinh vd cliihg bé vao,
hinh hoc. Léc bay gid trong cac cdng trinh ctia Lépnitx,
Niuton, vi hai anh em Becnui d3 dé cip dén cac khii
niém dau tién ctia hinh hoc vi phin nhw : tiép tuyén, cuc
tri, bé 18i, bé 16m, diém udn, dwdng tron méit tiép, bin
kinh cong...

Trong thé ky XVIII nganh hinh hoc mé&i nay dwoc
phat trién mét cich rdéng rii.

Vé hinh hoc vi phin trén mit phiang thi phan 1&n
cac cong trinh danh cho viéc nghién ciru cdc duwdng cong
cho bé&i mét hé thirc nio d6 giita ban kinh cong va cac
dai lwoug khic nhu ban kinh vecto, tiép tuyén, phap
tuyén, a8 dai cung..., va thudng di dén viéc gidi mot
phuong trinh vi phin nao 6. Ole vi cic nhi bac hoc
& Pétecbua d3 thu dwoc nhiéu két qua.-

Vé cdc dudng cong trong khdng gian, cic cdng trinh
diu tién déu cha -y t&i cac dwdong ngin nhit trén mot
mit. Becnui d3 dwa ra kbhii niém mit phing mit tiép
ctia mdt dudng cong, tirc 12 mit phdng di qua ba diém
rdt gin nhau cta . duwdng cong. Viao nim 1728 Becnui
d3t cho O’le bai todn vé phwong trinh ctia dwong ngin

118



—

nhit trén mdét mit. Vio nim sau, Gle d3 tim dwoc 1oi
gidi ctia bai todn d6. Phuong trinh ngin nhit cha Ole
c6 dang

Qddx + Pddy  dxddx + dyddy

Qdx + Pdy  dt? + dx® + dy?

trong 46 P, Q 13y tir phwong trinh vi phin ctia mit
Pdx — Qdy - Rdt. Trong médt thuw khic gii cho Ole
vio 1729, Becnui cling &3 tim dwoc phwong trinh dudng
ngin nhit : |
T ddy _ ddz

Tdzds — zds? ds? + dz?
trong dé6 ds?2 = dx2 4 dy?

VEé viéc nghién clru cdc mit trong khéng gian lai vi3n
O’le 12 nguwdi c¢é nhidu ddéng gép quan trong. Ching
han dng d3 néu 1&n khii niém «mit trai dwoc» (coOn
goi 12 m3t khai trién), tirc 12 mit cé thé trii dwgc trén
mat ma khdng bi nhin va khéng bi rich. O'le d43i tim
dwroc diéu kién dé cho mdt mit 13 mit trai duoc. Ong
cling 13 nguwdi d3 néu 1én nhivtng khai niém cé thé {rng
dung dé nghién ciru nhitng tinh chit ndi bd ctia mit
d6 ma khéng vién dén cic khai niém cta khéng gian
chung quanh. Tu tuwdng nay ctia O'le vé sau duoc Gaux
phat trién rit sau réng (1827). Mbét két qua quan trong
ctta O'le 13 : tidt cid cdc tiép tuyén ctia mdt duwdng cong
bit ky trong khéng- gian tao thanh mdt mit trdi dwoc,
va mei mit trai dugc (néu khdng phidi 13 mit tru va
mit nén) déu tao thanh b&i cic ti€p tuyén cha mdt duwdng
cong nao dd.

Trong tic phim « V& viéc bidu didn mit ciu trén mit
phing» O’le &3 chi*rng minh dwoc ring khéng cé phép
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ding cuw nio bién mit ciu thanh mit phing vi nghién
ctru mdt cach chi tiét phép chidu ndi c¢é nhiéu trng dung
trong viéc v€& ban do.

Moénggio cling d3 dwa ra khai niém mit trai duoc
d6c lap v&i Ole, trong tdic phim « Vé sw trdi duwoc, ban
kinh cbng va cdc dang diém uén ctia dudng hai d& cong»
(1771). Ong néu 1én mét khii niém mé&i rit quan trong :
truc cwc ctia vi phin cung xic dinh bdi ba diém vd ciung
gin nhau ctia dudng cong ; d6 1 truc ctia dudng tron
di qua ba diém iy, va cling 13 giao tuyén cfia hai mit
phing phip tai hai diém gin nhau vd cung ctia dudng
cong. Mdnggio chirng minh ring cic truc cwc ctia mdt
dqudrng cong &3 cho tao thinh mdt mit kha trién, goi 12
mit cwrc. Cac tdm cfia cic vong trdn mit tiép (con goi
12 tAm cong) nim trén mit cyc dé s& tao thainh moét
dudng ma khi trdi mit 1én mit phing s& bién thanh
dudng thing, tirc 13 mdét durdng ngin nhit ctia mit cuc.

Moénggio 43 viét dugc phuong trinh vi phian cata
dudng ngin nhat trén mdt mit, vd dng chirng minh
rang né trung véi phuong trinh ctia Becnui.

Trong mét cbng trinh khic xuit bin nim 177s5.
Mbdnggic 43 viét duoc phuong trinh mit trii nhuw sau

o'z o'z (2% )2=0

2x2 3y \2x3y
va phuong trinh ctia mat ké 1a

—_— 2 2

-—--—axaez + Vo “aiz: ivVa
20 Y 4 (e Y _ 0O
ox D2z Dy D%z

oy* | - o
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trong 44

Ce—— s —m—

—

( a QZ 2 ’a 92 ’a 92'
(d o O xa a —VE.)

QX OV

Ong con viét phuwong trinh cdia mit k& di qua ba
duwong cong di cho. Néu ba dudong d6 1a ba duwodng
thing tirng d6i mdt chéo nhau thi ta dwoc mit hypec-
bb1dit mdt tang hoidc mit yén nguwa (parabdldit hypec-
balit).

Trong ciac bai giang ctia Mdnggio doc & Trudng Bach
khoa Pari, ching ta ¢é thé tim thiy mét sy trinh bay
c6 hé thdng vé 1y thuyét mit. O diy cé nhidu phit minh
méi cia Monggio.

Ong di néu ra khii niém vé ho mit xic dinh b&i
phuwong trinh cic dao ham riéng:

- 1
F (x,y, z, ax . By (1)
o 2 2 2
hQY(l) (x, VYV, Z, ek , oF y 9 Z: 9 z » 9 Z) = 0(2)
ox 2y 0°x% 2x2y y?

Giao ctia hai duwdng vd ciing gan nhau ctia ho dwroc goi
1A dudrng dic trung. T3t cd cic dudng dic trung sé bao
mdt duwdng nao d6, ma 6ng goi 13 «tuyén lur» va né la
quy tich clia tit cd cdc giao diém clia ba mit gin nhau
vd ctuing. Ong cédn viét duwgoc phuwong trinh duong dic
trung ctia mat (1) va (2).

10. Biy gid ta s& ndi dén sy phat trién ctia hinh hoc
hoa hinb, tirc 13 1y thuyét vé viéc biéu di&n cic hinh
khoéng gian trén mait phing.

Trong thé ky XVIII, mén hoc nay dat dugc mdt s
két quia nhu sau.
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Nha toin hoc Ha Lan W. Xgavexande (1688-1742) da
"str dung hinh chiéu cfia dudng thing vd tin trén mit
phing vit qua phép chiéu xuyén tim.

Nha toin hoc Phap N.I.. Do LLa Ke (1713-1762) d3 tim
duoc phuong trinh ctia duong hypecbdl khi né 134 hinh
chiéu ctia mdt vong tron. Ong chirng minh ring néu x,
y, Zz, 12 toa d8 ctia m&t diem trong khbéng gian thi toa d
x’, ' cfia hinh chiéu trén mit phing anh s& la:

x’ — dx , Py = dz , d la khoang cach
d 4y y 4+ d
tir tdm chiéu té&i mit phing anh.

Gi. H. Limbec &3 chuyén viéc nghién ciru phép chidu
xuyén tim sang phép chiéu song song. Ong ciing di
nghién ciru viéc dyng hinh bing mdt minh thwéc, va

trong trudng hop cin thiét bing compa cé& khiu db
c6 dinh.

Trai lai, ‘G. Mo (1640-1677) lai nghién ciru viéc dyng
hinh bing mét minh compa. Ly thuyét tdng quit vé phép
dung nhw viy dwoc hoan thién thém bé&i L. Maxkérdni
(1750-1800) ; dng d3 chirng minh ring moi bii toan giii
duoc bing thuwédc va compa déu céd thé gidi duwoc bing
mdét minh compa.

Nim 1795 Mbnggio cho ding nhitng bai giing chia
minh vé hinh hoc hoa hinh, trong &4 trinh bay nhiing
phuong phip quan trong Jd3c biét la « phuwong phap
Moénggio ». Ong d3 thuwe hién cic phép chiéu mot hinh
khéng gian 1én hai mit phing vudng gbéc v&i nhau : miit
phing ngang vi mit phing thing déng, sau dé quay
quanh giao tuyén ctia chiing dé hai mit phing d6 triung
nhau. Két qua 13 mdi mdt diém trong khdng gian dwoc
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biéu dién trén hinh vé bing mdt cip diém, mbi mdt
durdng thing trong khdng gian dwoc biéu dién bdi mot
cip duwdng thing, trén d6 di ddnh dau cic «vét» (tac 1A
giao diém ctia duwdng thang di cho véi ciac mit phing
chiéu)... Trong cudn sich ctia minh Mdnggio di gidi quyét
tit cd cic bii todn co bin vé viéc dirng cic diém, duwdng
thing, mit phing va mdt s dwdng vai mit ma déng d3
nghién ciru bing phwong phip hinh hec vi phin. Phuwong
phip ctia Mbdnggio rit thuin tién vi cho dén biy gid
vin 13 mét phuwong phip co ban trong vé k¥ thuit. Trong
cudén sich 46, Mbnggio cling di chirng minh mdt loat
cic dinh 1y vé hinh hoc xa anh.

11. Nhuw d3 biét, hinh hoc xa idnh xuit hién tir thé
ky XVII véi cdng trinh ctia Pédac va Paxcan va phuong
phip cht yéu ctia né 13 phuwong phidp téng hop. Dén
thé k¥ XVIII d3i xuit hién phuwong phdp gidi tich trong
bdé mdn nay. Ching han Po Gua (1712 — 178s5) da
dung biéu thirc giii tich ctia phép chiéu xuyén tim
tir mit phing niay sang mit phing khic, va nhd& biéu
thire d6 Po La XKe d3i tim duwgc phuong trinh hinh
chiéu cfia dwdng tron. Mét phép bién dbi cthia mit
phing xa anh (trc 13 mit phing duwoc bd sung thém
mét duwdrng thing vo tin) s& goi 1a phép bién dbdi xa
dnh néu ndé 1a két qud ctia mdt loat phép chiéu xuyén
tim. Phép bién déi xa anh bién dudng thing thahh
dudong thing, va bédi viy con cé tén goi 13 phép cdng
tuyén. Biéu thirc gidi tich tdng quait ctia phép bién ddi
xa anh dwoc néu 1én l1in d3u tién trohg tic phim
« Nghién ciru bing phuwong phip gidi tich cic phuong
trinh dai s va tinh chit cta duwdng cong» (1762) cta
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E. Varinh (1734 — 1798). Phép bién d6i xa inh trén
mit phing s& ¢é phuong trinh:

pz -— quv - r

Pr . L
x — PETT 9 AT y — z Qyﬁ - R

Az 4+ Bv-L C Az -—- Bv 2. C

Phép bién ddi afin ctia O’le chinh 12 mét truwdng hop
dic biét ctia phép bién d6i xa anh, khi ma duwdng thing
vd tin duoc bién thanh chinh né. Biéu thirc téng quit
ctia phép bién db8i afin s& thu dwoc bing cich dit
A —~ B = O trong cbng thirc clia Varinh.

Vao cudi thé ky XVIII, do sy xuit hién cudén « Hinh
hoc hoa hinh, cfia Mbdnggio, cic nha toin hoc lai quay
tr& vé cic phuwong phap tdng hop dé nghién ciru hinh
hoc. Trong nhiéu dinh ly ctia hinh hoc xa inh ma
Mbnggio d3 chirng minh ¢é dinh ly sau diy : néu ta vé&
tir mot didm cic tiép tuyén véi mdt mit bac hai, thi
cic tiép didm s€ nim trén mdt mit phing, 14 mit phing
ciwc ctia diem di cho.

Hinh hoc xa anh, ma Pédac la ngudi sang 1lap, chi
dwoc phat trién manh mé & thé ky XIX, vao lic ma
chinh nhiing tic phidm va kéf qui ctta Pédac 43 hoan
toan bi quén lang.

12. Trong thé ky XVIII, viéc nghién cru ly thuyét
duwdng song song vin dwoc tiép tuc via ¢é phan manh
meé. Mot trong _nhi"rng cdng trinh quan trong 46 cta
Ghirdlanid Xackéri (1667 — 1733), mdt thiy tu ngudi
Y, giido vién todn va ngit phap tai cic trirdng nhi giong
& Miling, Turinb, Pari... Tic phim chft yéu vé toan
ctia Ong 13 cuén « O'clit d3 sach moi vét md, hay 1a thir
thiét 1ip nhitng co s& diu tién cta toan bd modn hinh
hoc». Xackéri dinh chérng minh tién d& V, ma theo
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dng 13 mdt vét «md nhit, caa Oclit. Ong xét mdt t&r
gidc c6 hai géc vudng & day va hai canh bén bing nhau,
va cling néu 1én ba gid thuyét, nhon, vudng, ti cho cac
goc con lai. |

Ong di chirng td ring néu cdng nhin gid thuyét goc
tiz, thi suy ra ring moi duwdng thing déu cit nhau, va
dé la déu vd ly. Néu cdébng nhian gia thuyét géc vudng
thi ta s€ suy ra dinh dé V ctia O’clit, va b&i viy mudn
chirng minh ndé, Xackéri phai bac bd gid thuyét vé goc
nhon. Ong di c6 gang thuc hién diéu d6 bing lip luin
phan chirng: tlrc 13 coOng nhin gid thuyét géc nhon,
rdi tim ra nhitng diéu miu thuin. Ong d3i chirng minh
duwoc mot loat cidc ménh deé suy tir gid thuyét géc nhon,
nhwng khéng hé thiy diéu gi miu thuin ci. Cuébi cung
ménh &€ «vd ly» ma Xackéri tim thiy 13 ménh dé tha
33 : « Trong mit phing c¢é hai duwdng thing 7, va 1,
gan nhau vd cung vé mdt phia via xa nhau vd cung vé
phia, kia». Tir d6 6ng di1 dén két ludn sai lam ring hai
dwong thing dé cing cd mdt duwdng vudng géc chung
& didm vdé tin, va diéu d6 «trdi v&i ban chit ciaa
dwdng thing ». ‘

Khdéng thdéa man véi chirng minh néi trén, Xackéri
con xét qu¥ tich nhitng diém (trong mit phang) cich
déu mot duwdng thing, quy tich nay goi 1a duwdng cich
déu. Trong trudng hop gia thuyét géc nhon, dudng
cach déu khdong phii 13 dudng thing. Xackéri biét rd
dieu d6. Nhung 6ng lai mic phai mdt sai lam vé tinh
toin d6 dai cung ctia dudng cach déu, va duwa vao dé
ong lai mdt lan ntta « bic bd » gia thuyét géc nhon

Cic nha toan hoc cua thé ki XVIII bi 16i cudén vao
ly thuyét dudng song song sau khi Palambe cho ra cudén
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« Téng quan vé vin hoc, lich sfr va triét hoc» (1759),
trong d6 6ng chi ra ring 1y thuyét vé duwdng song song
12 moét trong nhitng van d€ quan trong nhit cfia toan
hoc so cidp. Tor nim 1759 dén 1800 chi riéng & chiu
Au d3i c6 55 cbng trinh vé dudng song song. G.S.
Klugen (1739 -—1812) trong luin vin « Tdng quan vé
nhi*tng chirng minh quan trong nhit cta 1y thuyét
dudng song song» (1763) did néu 1&€n, phin tich va phé
phin gin 30 coébng trinh nhu thé. Klugen d3i di dén két
Iudn 12 O’clit 83 dang khi d3 dwa ménh dé vé dudng
song song vao trong s6 cic tién dé hinh hgc.

Trong tic phim «Ly thuyét vé dudng song song»
(1786) duweoc in sau khi mit Gi.G. Limbe (1728 — 1777)
ciing d3i dy dinh ching minh dinh dé V bing phwong
phip phin chirng. Ong xét mdt t&r gidc cé ba gbébc vudng
va duwa ra ba gid thuyét nhon, t, vudng cho gbéc con
lai. Gid thuyét gbéc tii ciing duwoc nhanh chéng bic b6,
va dang chu y 1la Limbe d3 nhin xét rang gid thiét d6
dang d6i véi hinh koc trén mit cau.

Véi gid thiét géc nhon, Limbe d3i di xa hon Xackéri,
chrng minh duwgc khia nhiéu ménh dé hinh hoc
Lobasepxki. Pjc biét dng chirng minh ring tdng s6 gdéc
trong tam giic bé hon 1809, va dién tich tam giac sé ti
1€ vé&i s6 § = 180° — d, trong d6 d 13 tdng s6 gbéc chia
tam giic d6. So sinh vé&i sy kién 1d dién tich tam giac
cau ti 1& v&i s6 € = d — 180° (d 14 tdng s6 goéc ctia tam
gidc) dng viét: « Tir d6, hiu nhw td6i phdi di dén két
luan 13 gid thuyét géc nhon phai dang do6i véi midt cau
40. Dau sao ciing phii ¢6 mét nguyén nhin nao do6 khién
cho trén mit phing gii thuyét géc nhon khdng thé bi
bic bd mét cich nhanh chéng nhu 13 gid thuyét géc ti ».
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Limbe khdng tim thiy miu thuin cho gid thiét géc
nhon va 6ng két luin 13 moi dw dinh chiérng minh dinh
dé V déu khoéng thanh cdng. Viy ma 6ng vin khong tin
ring c6 mdét tha hinh hoc trong d6 gid thuyét goéc
nhon duang.

Nha toan hoc Phip, Logiingdro (1752 — 1833), trong
nhitng lin xuit ban khic nhau cda cudn «Co s& hinh
hoc» di dwa ra nhiéu cach chirng minh dinh d4é V.

Trong 1an xuit *)én dau tién, dng xét mdét hinh géom
duwrong thing BD vudng gdc v&i AB, con AC thi tao
voi AB mét géc nhon CAB (hinh 13). P& chirng minh
dinh d&& V, ta phidi chiéng téd AC va BD cit nhau.

Logiingdro d3 chitrng minh ring néu tir mét diém F
trén tia AC ta ké dudng vudng géc FH véi AB thi
diém H s& nim trén doan thing AB, vi néu cho diém
F cang ngay cang xa di¢m A, thi khodng cich AH cang
ngay cang lon, Tir d6 éng di dén két luin sai lam. Vi
khoang AH ngdy cang 1&n, va ¢ thé 1&n «vd cing» nén
dén mdt lic ndo d6 diém H phii trung v&i B, va khi
dé diém F sé& 1A giao diém ciia AC va BD.

Khoéng thdéa min véi chirng minh dé6, trong lan xuit
ban thir 3 ctia cudén « Co s& hinh hoc» (z800) Logiingdro
lai dwa ra mdt chirng minh mé&i. Ong chirng minh ring
tdbng s6 gbéc trong mdt tamn gidc khdng thé 1é6n hon 180°.
Sau d6 d¢ chirng minh tdng s géc trong tam giic khéng
thé bé hon 180° dng di ngam cdng nhin rang tir mot
diém nim trong mot géc, ludn ludn ¢é thé vé duwoc mot
duwdng thing cat ¢i hai canh ctia géc. Tiéc thay, diéu éng
cong nh3n d6 chinh la mdt dang khac ctia dinh dé V.

Phit hién sai lam ctia minh, trong lin xuit ban tha
12, Logidingdro 1ai cho ra mdt chérng minh méi, nhung
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1in nay lai ngim cdédng nhin ring cé thé cé hai tam gidc
ma tdng sé goc bing nhau nhwng dién tich thi khic nhau.

Nhitng nghién ciru ctia Logidngdro, mic dau mic phai
sai lam nhung cling da déng dt vai trd quan trong trong
viéc chuin bi cho viéc ra d&i ctia mdén hinh hoc phi O’clit,
mdt phat munh vi dai ctia thé ky XIX.

D

O[T

Hinh 13
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Chwong VIII

HiNH HOC & THE KY XIX

1. Vio cudi thé ky XVIII, mbt s6 nha toin hoc lé&n d3
phit biéu quan diém bi quan, cho ring pham vi nghién
‘cru todn hoc hiu nhw d3i can. Ho cho ring thién tai va
sw nd luc ctia O'le, Lagringgio, Palimbe va cic nhi toian
hoc khic di duwa dén nhitng céng hién quan trong nhit.
B&i viy cdc nha tain hoc thudc thé hé sau chi con phii
gidi quyét nhitng vin dé kém phan quan trong. Nim 1773,
Lagringgio viét cho Palimbe « Ngai khéng thiy ring
hinh hoc cao cip dang di dén chd suy thodi, chi c6 Ngai
va O'le 12 cdn ¢d niang nd diy 2 ».

Ngudn gbéc clia tir tuwdng bi quan dé 1a khuynh huéng
déng nhit s tién bd ctia toan hoc, dic biét 1a hinh hoc,
v&i s tién bd ctia co hoc va thién vin hoc. Tir thdi cd
Babilon cho dén th&i O'le va Laplax, thién vin hoc ludn
ludn 13 ngudn ¢d vidi va chi dao cho nhitng phit minh
todn hoc quan trong nhit. Vi gi& diy qua trinh két hop
dd6 sau khi &3 dat cao diém vio cudi thé ky XVIII, hinh
nhu dan dan trd nén khdéng con khing khit nira.

Lich sir ctia sy phit trién toin hoc & thé ky XIX di
chirng t6 ring tu tudng bi quan ndi trén hoan toan khéng
cé co so.
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Cudc cidch mang Phip va th&i dai Napdlédng di tao ra
nhirng diéu kién hét sirc t6t de¢p cho suw phat triép toan
hoc. Trén toan Chiu Au, nd ra cudc cach mang céng
nghiép, dé 1la ddng lwrc rit lé&n dé thic diy khoa hoc va
k¥ thuat.

Toin hoc dwoc phit trién rit manh mé & Phip va rdi
& Prc 13 nhitng noi d3 xdy ra va s€ phai xay ra nhirng
st bién i siu sic ¢é chuin bi co’ s& cho mdt ché d6
kinh t€ chinh tri mé&i: ché d6 tw bian cht nghia. Toan
hoc dan dian dweoc gidi phéng khdi mdt khuynh huéng
thién cin truédce kia. Cho ring muc tiéu clfia toin hoc
nam trong ¢o hoc va thién vin. Cic nghién ciru vé todn
hoc ngay cang it lién quan t&1 yéu cau ctita kinh té hoic
quin sw. Su giai phéng nay rat ¢ lei cho toidn hoc, va
d3 giip cho todn hoc phuc vu thwec té modt ciach dic
Iirc hon '

2. Hinh hoc & thé ky XIX chira dywng nhiéu sy bién
dbi sidu sic vé ndéi dung, phuwong phip nghién citu va
ca cich nhin nhin ban chat ctia hinh hoc.

Do 4nh hudng ctia cuén « Hinh hoc hoa hinh» ctia
Mbdnggio phwong phap téng hop trong hinh hoc duwoc phuc
héi. Phirong huwdng nghién cru nay d3i dwa dén viéc
xay dwng mdt cich hoan thién mén hinh hoc xa anh
trong thé ky XIX véi nhitng déng gép chit yéu ctia
Péngxolé (1788 — 1867) Xtene (1796 — 1863) va Stauto
(1798 — 1867).

Victo Péngxolé, mdt ky sir quin sy, hoc trd cflia
Ménggio, tham gia dao quin ctia Napdlédng tin cdng
nuwdce Nga va bi bit 1am ta binh. Trong trai ta & Xaratdp,
bi cidch biét v&i cudc séng bén ngoai, 6ng di tip trung
vao viéc nghién clru ly thuyét ctia phép chiéu xuyén tim.
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Trd vée Phap 6ng cho xuit ban cudén « Nghién cGu vé
nhirng tinh chit xa &nh ctia hinh » (1822). M6t tinh chit
ctta hinh goi 12 tinh chat xa dnh néu ndé khéng thay dbi
qua mdt phép bién 'ddi xa dnh clta mit phing (ta di biét
ring phép bién d6i xa dnh duwoc dinh nghia nhw 13 tich
ctta mdét s6 hiru han cic phép chiéu xuyén tim). Trong
cuén sich nay, Pdéngxolé di néu lén nhitrng khdi niém
chtt yéu ctita hinh hoc xa dnh nhuw 13 ti s6 kép, phép bién
dbdi xa anh, phép d61 hop, phép phéi cidnh va ci cic diém
Xyclic nita. Ong d3 biét ring tiéu diém cBia giao tuyén
cdnic chinh 13 giao diém cfia cdc tiép tuyén védi cdnic
xuit phdt tir cic diém xyclic. Ong con trinh bay trong
cdng trinh cfia minh ly thuyét vé cidc da gidc ndi tiép
trong mdt cdnic va ngoai tiép mot cdédnic khac.

., Cubn sich ctia Poéongxeolé 1a mét thi du ¢ dién vé

modt céng trinh nghién ciru trong dé6 mét nganh hoc duoc
xiy dung mét cich hoan thién va miu muwc. Ong duoc
xem 13 nguwdi sang 13p ra mdén hinh hoc xa anh.

3. Phuong phap va tw tudng ctta Péngxolé duoc Xtene
tiep tuyc. Ngudi ndng dian Thuy si nay cho dén 19 tudi
méi bit dau di hoc. Ong d3 trdi qua mdt con duwdng dai
tir trtré’ng hoc cho néng dan dén trudng trung hoc rdi
trudng dai hoc. T nam 1834 dén luc chét (1863), dng
123 khoa truvdng Trudng Pai hoc Beclin., Xtene 1a mét da
biéu xuit sic cta truwdng phdi hinh hoc tédng hep trong
thé ky XIX. Bing phuong phip ctta hinh hoc so cap,
dng di gidi quyét nhiéu vin dé khé ctia giai tich, dic biét
1a cic bai toan dang chu (6ng di ch*ng minh ring hinh
tedon 12 hinh ¢6 dién tich I&n nhit trong tit c¢a cic hinh
c6 cting mdt chu vi).
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Vé hinh hoc xa anbh, Xtene di chfr11g td ring, moi
bat bién ma Poéngxolé d3 tim thiy déu cé thé suy tir bit
bién ctia ti s6 kép. Tir d6 édng d3i néu ra dinh nghia
phép bién dbi xa dnh 12 mdt phép bién ddi gitr nguyén
ti s6 kép ctia 4 diém. Trén co s& d6 dng xiy dung toan
" bd hinh hoc xa dnh mdt cich téng hop.

Nhirng diu sao thi ti sé kép (12 mdt bit bién co bin
ctia Xtene) vin phii dinh nghia théng qua mdt s (Ti s6
kép ctia 4 diém ABCD thing hang duoc dinh nghia 12 s6
é_c_, . é_I—)— ). Nhwr viy hdéa ra co s& ctia hinh hoc xa anh
CB ~ DB |
vin 12 dai s6. Nhuroc diém d6 trong ciach xiy dwng ctlia
Xtene di duwogc khiac phuc bdi Stauto, giio su trudng
dai hoc & Eclinghen.

Néu ti s6 kép cfia bdn d&iém thang hang A,B,C, D,
bing — 1 thi A, B, C, D go1 14 hang diém diéu hda. Stauto
di dwa ra mét dinh nghia hoan toan hinh hoc cla hang
diém didu hda. A, B, C, D 13 mdét hang diém diéu hoa
A, B 12 hai dinh d61 dién ctia mét hinh bdén canh toan
phan, cdn C, D 1a giao diém ctia dudng chéo AB véi
hai duwdng chéo cdn lai. Dya trén dinh ly Pédac, éng
d3i chirng minh ring néu A, B, C 14 ba diém d3i cho thi
chi ¢é mét diém D duy nhit sao cho A, B, C, D la mét
hang diém diéu hoa. Bay gid Stauto dinh nghia phép
bién d6i xa anh 12 mét phép bién dbi sao cho mdt hang
diém didu hoa lai bién thanh mot hang diém diéu heoa.
Bing cich d6, hinh hoc xa dnh duwoc x4y dung ma khéng
cin vién dén phép do ciac doan thing.

Giao tuyén conic ciing duoc dinh nghia thuan tay bing
xa anh. P4 13 quy tich giao diém ctia cic dudng thing
twong rng trong hai cham dudng thing lién hé xa anh
véil nhau.
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Phuong phip nghién c¢du nay d3 cho phép phit hién
nhiéu tinh chit mé&i ctia cic dudng cdunic, dwa dén ly
thuyét 46i ngiu, 1y thuyét circ va 461 cyce...

Trong th&i gitan hang chuc ndm sau d6, hinh hoc xa
inh thu dwoc nhiéu két qui, bing ciach vin giiy nguyén
nhing co s& clia Pédngxcelé, Xtene va Stauto. Nhiéu cdng
trinh tdng két &3 ra d&i, ddng cha y ra cudn « Hinh hoc
vi tri» ctia Th.Réye (in 13n th&® 3 nim 18g2).

4. Trong ltic phuwong phdp téng hop thu dwoc nhigu
két qua ryc r&, thi phwong phip dai sé trong hinh hoc
ciing dwoc phit trién rdéng rii va theo nhiéu huwdéng khic
nhau. Pai dién cho trudng phii hinh hoc dai s cd thé
12 Mobiux, Plucke & Pirc. Salo & phap va Keli & Anh.

A.F. Mobiux, trong hon so nim la cdng tic vién va
sau d6 la gidam d6c P3i Thién Vin Lai xich, 13 mébt
nha bic hoc toan dién. Trong cubn «Phép tinh trong
tim» Ong la ngudi diau tién dwa ra toa 'dd thuian nhat.
Bing cich gin vao cic dinh ctia tam giic c¢6 dinh cac
trong luong m,, my, my, Mobiux d3 tinh trong tim cta
tam giic, va chi ra ring toa d6 trong tim do6 rat thuin
tién dé md td cic tinh chit xa ianh vi afin trén mit
phing. Tir d6 toa d6 thuin nhit d3 trd thanh mét cong
cy duwoc st dung mdt cich rdng rii trong cic tic phim
vé hinh hoc xa anh. Lam viéc mdt cach im ling va cd
db6c, Mobiux di phit minh ra nhiéu quan trong va tha
vi. Mdt trong nhitng thi du la Mobiux, mét mit khoéng
dinh huéng dugc biét dau tién trong toan hoc. Piéu
d6 ciing d3 chirng td raing Mobiux 1a mét trong nhiing
ngudi dit nén méng cho mdén tdpd hién dai.

Giuliux Plucke (1801 - 1868). — 12 mdt nha hinh hoc
va ddéng th&i la mét nha vit ly thwc nghiém. Trong
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cudn « Hinh hoc md&i trong khdng gian» (1868 - 1869)
dng 43 xiy dwrng lai hinh hoc gidi tich, bing cich dwa
ra nhidu tu twdng mdéi. Ong &3 néu ra toa dd thuin
nhit ciing nhu toa @5 xa adnh trong khéng gian xuit
phit tir mdt hinh t& dién lam co s&. Ong cho rang
cac yéu td co bin ctia hinh hoc khéong phai chi 13 d&iém,
mi cé thé 13 duwdng thing, mit phing. dudng tron,
mit ciu. Quan diém d6 d3 soi sing cho hinh hoc tdng
hop cling nhuw hinh hoc dai s6 va dwa dén nhiéu dang
d81 ngidu méi. S6 chiéu trong hinh hoc cfia dang nay
hay dang khic cé thé 12 mét s nguyén dwong bit ky,
phu thudc vao sé tham s cin thiét dé& xic dinh ra «yéu
t8 co ban». Ong cling d3 cébng bd moét 1y thuyét tdng
quat vé cidc dudng dai sd trong mit phiang, trong 46
dua ra sw « phu thudc Pluke » gitta s6 ciac diém dic biét
ctia nhing loai dudong cong khiac nhau.

Misen Salo v6n 13 sinh vién ctia Trudng Bich khoa
Pari tr/ong nhitng nim cudi doi ctia Mbnggio, va tir
nim 1841 thi trd thanh gido sw cha trudong d6. Tir
nim 1846 dng linh dao khoa hinh hoc cao ciap & Xoocbon.
Ciing gidng nhu Pluke, Salo d3 tir nhirng phuong trinh
dai s ma suy ra rit nhiéu sy kién hinh hoc. Ong d3
str dung mét cich rit nghé thuit cic dudng thing ding
huwéng va cic didm Xyclic. Ong 1a nguwdi ké tuc Pdngxole
trong « phirong phip tinh toin » va &3 phat trién phuwong
phdp nay trong nhitng pham vi mdéi1 chia hinh hoc, got
1A « hinh hoc tinh toan ».

Hinh hoc dai sé ¢é dnh huwdng rit manh trong tit
cd cic nganh cta todn hoc & thé k¥ XIX. Trong cac
cbng trinh ctia Minkdpxkt (1864—1909), phuong phip
ctta hinh hoc cdn dwogc thim nhip vio ly thuyét sé,
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vén 1a thanh liiy c@ia cdc phuong phdp dai sé6 va sé
hoc. Mdt s6 nha toan hoc, dic biét 1la Salo d3i khing
dinh ring viéc dai s6 hdéa hinh hoc & thé ky XVIII
di duoc thay thé b&i viéc hinh hoc héa dai s6 & thé
ky XIX. Cé 1€ nén néi thé niy thi dung hon : phuong
phip hinh hoc gidi tich &6ng mdt wvai trod rit 1&n wy
thoi Pécac cho té1 Monggio, bay gid d3 phai nhudng
ch® cho mdt sw két hop rit siu sic vi mit thiét cha
phuwong phip dai s va hinh hoc.

5. Ta d3 biét ring trong thé ky trirdc, mdn hinh hoc
vi phin d3i dat dwoc nhiéu két qui do nhitng déng gdép
ctia nhiéu nha toidn hoc, d&ic biét 1A Mbnggio. Budc
sang thé ky XIX, mén hoc nay dwoc phat trién mot
cich manh mé& nhd& nhirtng phuong phiap mdéi cta nha
toan hoc thién tii ngudi e Kac Fridrich Gaux
(r777 — 1855).

Ong sinh ra trong mét gia dinh cédng nhian tai thanh
phé Braunviy. Tai ning toidn hoc c@ta Gaux phat trién
rit s&m, dic biét 1 cic phuong phdp tinh toidn, thuwdng
1am cho cdc gido vién pha: kinh ngac va kham phuc,
Vio khoing 14, 15 tudi, 6ng @i bit tay nghién cru
nhitng tinh chat ctia « trung binh nhin cdng» (c6 nhién
Iltic biy gid» édng chwa biét rang khai niém 46 sé déng
vai trd quan trong trong ly thuyét cdc ham eliptic), clia
cic s6 nguyén t6, va ly thuyét dudng song song. Nim
1795, Ong sang tao ra phwong phip binh phuong bé
nhit va nim sau 6ng di giai bai toan dwng hinh da giac
déu 17 canh bang thuwéc va compa. Tir nim 1795—17068
o6ng theo hgc & Truwdng Pai hoc Ghetinghen va nim
1799 6ng dugc trao bing hoc vi tién si, Tir 1807 dén
khi mat (18ss5) 6ng 13 gido sw & trudng dai hoc d6 va
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I3 gidm d6c dai thién vin & dia phuwong. Gaux d3i @& lai
nhitng phat minh quan trong trong hau khip céc linh
vuc toan hoc: dai sb6, s hoc, hinh hoc vi phéin, hinh
hoc phi O'clit, giai tich, 1y thuyét ham bién phirc, xic
suit, thién vin, tric dia, co hoc,...

Trong pham vi hinh hoc, céng trinh ctia édng «Nghién
ctru tdng quit vé cidc mit cong» (1827) di dwa ra mdt
-phu'o'ng phdp mé&i, khién cho hinh hoc vi phin nhanh
chéng trd thanh mdét mdn hoc ddc lap. Trong tic pham
nay, Gaux &3 dwa ra toa d8 cong trén mdt mit vi biéu
thj phan t&r tuyén tinh nhd& mét dang vi phin toan phuong
ds2 — Edu? -~ Fdudv = Gdv? goi 13 dang toan phuong
cor ban thd& nhit. Néu biét dang toan phuong do6, dd
dai ctta cung ciing nhuw d6 l&én cfia gbéc trén mit hoan
toan duoc xac dinh, ¢é nghia 14 métric ctia mdt mat
hoan todn dwoc xic dinh bé&i cic hé s6 E, F, G cta
dang toian phuwong (chdng 12 ham ctia cac bién u, v).
Cic toa d6 cong u, v ¢cé thé chon mét cich tuy y; khi
thay dbi toa d6 cong, hé sb ctia dang toan phwong co
ban s& thay d6i, nhwrng métric ctia mit di nhién khong
thay d4i, né 13 mdét bit bién qua phép bién dbi toa 46
cong. Nhuw viy cé thé néi ring viéc nghién ciru métric
ctia mét mit duwge dwa vé viéc nghién cvu cic bit bién
ctia dang toan phuong co ban ctia nd. Gaux d3 chirng
minh ring dd cong toan phin cfia mit tai mdéi diém 13
mdt bit bién nhu viy. Néu ta diang mdt phép bién
dang dé bién @i mit thi d6 dai ctia cic dudng cong
trén mit khéng thay d4i va do d6 toan bd métric cta
mit ciing khéng thay dbi: Suy ra nhirng bit bién cuta
dang toan phwong ciing khéng thay d6i qua phép bién
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dang. O diay Gaux di chérng minh mét dinh 1y ndi
tiéng ndéi ring dd cong toan phin 134 mdt biat bién qua
phép bién dang.

Ngoai ra, Gaux cdn dura ra mdt dang toan phwong co
ban th¢ hai Pdu? + Qdudv -+ R dv2, trong dé6 P, Q, R
duoc xic dinh nhd cic dao ham bic hai cta cic ham
s6 x = x(u,v), ¥y = y(u,v), z — z(u,v) la phwong trinh
ctia mit cong. Dang toan phuwong thir hai nay d6i véi
Gaux chi déng vai trd phu. Tuy vay vé sau ngudi ta
di danh gii cao tim quan trong ctta ndé. That viy, khi
biét cid hai dang toian phuwong cfia mdét mit, ta khéng
nhitng chi xac dinh duoc métric cfia mit ma cdn ca
hinh dang cfia mit nita. Nhue viy, néu ta khdéng quan
tAim dén vi tri ctia mit trong khéng gian ma chi quan
tim t&i hinh dang va kich thudc clia nd thi ta khéng
can dén phuwong trinh ‘ctia mit (d6 la phwong phdp ctia
Monggio) ma chi cin hai dang toan phuwong la da.
Hon thé néu ta chi quan tim dén meétric ctia mit, ma
khéng chd y dén hinh dang ctia né (t&rc 12 cho phép
bién d6i mit b&i mét phép bién dang ma khdédng thay
ddi métric) thi ta chi cin dang toan phuong co ban
thir nhit., S chinh 1a hinh hoc vi phian ctia Gaux, bao
gdm ly thuyét vé dudng tric dia cta mit, vé sy bién
dang, vé 46 cong ctia mit, vé nhitng mit cé6 dd cong
khéng ddi v.v...

6. Mbét trong nhirng thanh tyu Idn laco ctia todn hoc
di duwgc thuc hién vio nhitng ndm 20 cfia thé ky XIX
la sy phat minh ra hinh hoc phi OQclit dugc xem 1A
mot cufc cich mang thuwc sy trong todn hoc.

INhuw ching ta d3 biét vin dé ly thuyét vé duwdng song
song di ton tai hon 2000 nam rir thoi O'clit cho dén
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diu thé ky XIX. Nhidu thé hé toin hoc d3 trdi qua, nhidu
strc lwe ctia nhidu nhil todn hoc di hao phi dé tim céch]
chirng minh dinh d€ V ctia O'clit. Ho déu that bai mic!
diu trong qud trinh nghién cru c6 thu dwoc mdt sb két.
qua thd vi. ‘

Niirng nguwdi diu tién d3i vén birc man bi mit bao’
phti 1&n hinh hoc hon 2000 nim 13 nha toan hoc Nga N.I.:
Lobasepxki (1793 — 1856} va nha toan hoc Hunggari
Giands Bbia (1802 — 1866). Ho d3 chi*rng minh ring dinh,
dé V khéng thé suy ra dwoc tir nhitng tién dé con lai
ctia O’clit. Ho d3 xiy dung mdt tha hinh hoc, bing cach
gitr lai moi tién dé ctia O'clit va thay dinh d4¢ V bang
- mbdt tién d& nguoc lai. Mon hinh hoc phi O'clit d6 sau
nay goi 1a hinh hoc Lébasepxki-Béia. Thi hinh hoc nay
khéng ¢6 mau thuin ndi tai, va chinh vi viy ma dinh dé
V dang 13 mét dinh @€ chir khéng phai la dinh ly.

Ngoii Lodbasepxki va Bdia, Gaux cling 13 ngudr d3d xay
dirng dwrgc hinh hoc phi O'clit. Nhwng 6ng khdéng bao
gidr cdng bd két qud ctia minh vi s¢ gip phai sy phan
trng cfia da s cic nha toan hoc. Thim chi Gaux con tir
chéi phat biéu cdng khai nhitng v kién cfia minh vé hinh
hoc phi O'clit. B&i vay, trong vin dé nay, Gaux d3 déng
mét vai trd tiéu cwc. V&i uy tin san ¢b6 ctia minh dang
ra 6ng di cé thé giaup cho du luidn toin hoc s&m thirva
nhin sy ding din ctia hinh hoc phi O°clit hon.

7. Nicdlai Ivandvits Ldbasepxki sinh nim 1792 trong
mét gia dinh 1Am nghé dac dién nghéo. Nim 15 tudi,
dng diro¢ nhian vao hoc & Trudng Pai hoc Kadan vi tir:
d6é cho dén nhirng ngdy cudi cling, cudc ddi dng gin chiit
v&i trurdng dai hoc d6. Ong t6t nghiép dai hgc nim 1811,
roi tréq thanh gido sw cfla truwdng nim 1816 va trong =20
nim lién 1Adm gidm ddc.:
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Lobasepxki khoéng chi 1a mét nha hinh hoc thién tai.
Ong cédn cé nhiéu cdng trinh c6 gid tri vé gidi tich va
dai s6. Vé hinh hoc, d&3u tién Lobbasepxki cling dJdinh
chi*rng minh dinh dé V ctia. O'clit, sau 46 6ng tach ra
ttr hinh hoc O’clit nhitng gi khong phu thudc vio dinh
dé d6 — goi 12 hinh hoc tuyét d6i. Ong niy ra v dinh
thay thé dinh dé V biang mét tién dé khiac: «qua mét
diém nim ngoai mdt dwdng thing cé& khdng chi modt
dudng thing song song v&i dudng thing dé» rdi1 ¢d
tim ra nhitng mau thuin. Khdng tim thiy mdt maiu
thuin nio, Lébasepxki di nhin duwoc mdt hé théng hinh
hoc khic nhiéu v&i hinh hoc O'clit. Nhuwng néu nhw
cic nha todn hoc trudc Ong chi dirng lai d6, hoic 1a
cdng bd mdt cich sai lam 13 d3 tim thiy mau thuin, thi
Loébasepxki di cho ridng hé théng hinh hoc cfia minh
ciing ¢é quyén tdn tai nhuw hinh hoc cta Oclit,

Trong thu gii cho Gaux, dng viét: « Médn hinh hoc
nay ¢6 v¢é nhuw la mét nghich ly va khdc véi quan niém
théng thudng. Nhung phan tich mét cach k§ cang va
binh tinh, ta s thiy ring khéng hé cé mdt sy vd 1y ndo.
Ching han, ba géc ctta mdt tam gidc ¢6 thé lam cho bé
bao nhiéu ciing dwoc néu ta 13y cac canh ctia né d4 1én ;
dién tich ctia tam giac khdédng thé l&n vd cling, tham chi
khéng thé dat t&i mdt gidi han n3o d6, diu cho cic canh
cta né 1&n bao nhiéu. Tit cA moi cb6 ging cla téi dé
tim trong hinh hoc phi O’clit nay nhitng s mau thuin
déu khoéng dem lai két qui. Chi c& mot d&iéu duy nhit
trai véi hidu biét thdng thudng c@ia chung ta 1A trong
khdng gian (néu hé théng hinh hoc ndy ddng) phii tén
tai mdt dai luwong ndo @6 hoidn todn xidc dinh, mic diu
chiing ta chua biét. Nhung t6i nghi ring chang ta biét
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rit it, hoic thim chi cdn chwa biét gi vé ban chit clia
khdng gian. Chtung ta khéng nén lin 16n cii khac thudng
v&i cii khong cb thé cbd».

Lobobasepxki cdng bd cic két qui nghién ciru ctia minh
vé hinh hoc phi O’clit vio ngay 23-2-1826. Puong thoi,
ong bi moi ngudi khéng hiéu, thim chi cdn c6 ké ché diéu
nhitng y kién déc ddo cfta dng va mdn hinh hoc mé&i ctia
dng hoi dé dwoc goi 13 « mdn hinh hoc ky quic ». V& cudi
d&i 6ng bi mui hian, nén 6ng phai doc tic phim cudi cung
« Hinh hoc phing» (1855) cho thu ky chép.

8. Giands Bdéia 1a mdt gido vién toan ngudit Hunggari.
Chlia 12 Phakas Béia, 14 ban hoc than thiét cfia Gaux &
truwrorng dai hoc Ghettinghen va vé sau hai ngwdi vin thudong
xuyén trao dbi thuw tir. Phakas ciing d3 tén nhiéu théi
gian dé chirng minh dinh dé& V, nhung khéng di dén mot
két qud ndo. B&i viy dng mudn huédng tiai ning toin hoc
ctta con minh vio nhitng vin dé-khic. Nhung vén cé niang
khiéu todn hoc ngay tir bé, Giands quyét tim di siu vio
1y thuyét duwdng song song mic diu cha dng hét sirc ngin cir.

Gian6s Bbéia phuc vu trong quin déi va cd tiéng 12 mdt
si quan guong miu. Trong thé&i gian d6 dng d3 xét dinh
dé V ctia O'clit nhur 13 mot tién dé doéc lip, va nhd vay
6ng d3 xiy dung dwoc hinh hoc phi O'clit. Cic két qua
vé hinh hoc ndy cfia dng ciling phong phii va nhirng chirng
minh ctta &ng rit hoan thién.

Bbéia d3a trinh bay nhirng két qud cla minh trong phan
phu luc ctia mdt cudn sich cha cha éng « Phuy luc trinh
bay mdt hoc thuyét tuyét d6i duang vé khéng gian»
(nim 1832).

Pihakas giri thw cho Gaux dé nghi Gaux cho nhin xét
vé cdng trinh ctia Béia. Trong thu trd 1&i, Gaux 43 néi
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ring Ong khdng thé ngoi khen cdng trinh a6, vi nhu thé
tirc 1a ty khen minh. Ong néi riang twr tudng trong « phu
luc» chinh 13 tu tiwdng cha dng trong nhiéu nim trudc day.

Nhin dugc thue Gaux, nhi todn hoc tré tudi Bbdia rit
chin nin vi bi quan. B¢ thw d3 xép béng vao hang
cic nha bic hoc 1&n, nhung lai chirng t&6 d6ng khong
phdi 13 nguwdi diau tién sang lip ra hinh hoc phi O'clit.
Ong lai cang bi quan hon khi ma moi ngudi khdng thira
nhin quan &iém ctia minh. Pic biét tir khi cudn sich
ctta Lbbasepxki dwoc dich ra tiéng Dac (1840) Bbia
khéng bao gid in nhitng tdc pham cfta minh nira.

Khic véi Bdia, Loébasepxki subdt d&i d3u tranh lam
cho tw twdng clia minh dwqoc thira nhin, vatiép tuc phit
- + L L3
trién hinh hoc mdi1 ctta minh.

9. Nim 18535, Gaux qua d&i, tiép d6 nim 1856 dén
lrot Ldbasepxki va nim 1860 Bdia chét. Cic nhia sing
l1ap hinh hoc phi O’clit 1in- lwet mat di va phit minh
ndi tiéng ctia ho bi quén ling. Tinh chit khic thudong
ctia nhitng tu twdng mdi d3 1am cic nha toidn hoc
dwong thdi khiép so va ngin cin ho tim hiéu mdt cich
nghiém tic toin bd hé théng hinh hoc méi.

Sau khi cdng bd nhitng thuw tir cta Gaux, d3c biét 1A
birc thw, trong 46 Guax danh” gid cao cbébng trinh cta
Lobasepxki, thé gidi todn hoc m&i lai biat diau chu y
t&i hinh hoc phi O’clit. C6 thé néi sau nhifng cdéng trinh
ctia nhi todn hoc Y E. Bentrami. (1835-1g00) hinh hoc
phi O'clit m&i bit ddu ctng ¢6 dwgc dia vi ciia minh

Trong khi nghién ciru nhitng vin dé quan trong nhit
clta phép bidu dién hinh, Bentrami d3 c¢6 ging tim mét
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phuwong phiap xiy dung cic hinh biéu dién clia mit
cong 1&n trén mit phing, sao cho cic dudng tric dia
trén mit dwoc biéu dién thanh cdc dudng thing trén
phang. Ong d3i chirng minh ring cic phép biéu dién
nhu v3y chi thy¢ nién dwoc d6i véi nhiFng miit cd
dd cong 1a hiang s6.

T d6 Bentrami di dén viéc nghién ctru binh hgc trén
cic mit nhuw thé. Mit cé6 d6 cong bing khong dJdi duwoc
Mbnggio xét dén, d6 13 mit kha trién. Hinh hoc trén
nhitng mit nay trang v&i1 hinh hoc C’clit théng thudng.
Mit co6 dbé cong 1a hing s6 duwong chinh 1a mit cau hoic
nhitng mit do mit ciu bién dang. Hinh hoc trén cic
mit d6 di nhién triang vé&i hinh hoc cau.

Nhuw vay chi con dang chd y 13 hinh hoc trén ciac mat
cé d6 cong 13 hing s6 Am. Bentrami goi nhitng mit nhuw
viy 13 mit ciu giad va chirng minh rang hinh hoc trén
cdc mit nhw viy tring vé&i hinh hoc Ldbasepxki. Néi
cho chinh xac hon m&i manh cfia mit cau gid ta s& cé
hinh hoc triang véi hinh hoc trén mdét phan cfia mit
phang Lobasepxki.

Phat hién d6 d3 giy ra nhitng dn teong manh md. Hinh
hgoc Loébasepxki ma truédc didy bi moi nguwdi xem la vod
ly, hoang dudng, thi nay lai xuat hién trén mét mit cy
thé ctia khoéng gian- Oclit, o) diy mét 1in nira tinh triru
twong toan hoc td rd sirc manh ctia minh : mét hé théng
hinh hgc mé&i d3 duwoc xiy dung bang mdt qui trinh
16gic thuin tuy, tredc ki phiat hién dwoc mdt md hinh
thirc té cfia nod. ‘

Cac nha hinh hoc bit dau dd %6 vao nghién cru hinh
hoc Lobasepxki.- Néu nhu trudc kia hinh hoc d6 chi duec
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mbt s6 it ngudi biét dén mdt cich the o, thi vio nhirng
nim 7o ctta thé ky XIX, né trd thanh trung tim cha vy
ctia cac nha hinh hoc.

Sau cbng trinh ctia Bentrami, v&i ldng tin ring hinh
hoc Lébasepxki khéng mau thuin, cic nha todn hoc ¢b
d1 tim mdét md hinh clia toan bd khoéng gian Lébasepxki,
hodc toan bd mit phiang Ldbasepxki, chir khéng phai chi
13 mét phin cdia mat phing dé. Nhw viy 13 phai tim
duoc mdt mat cau gid trén dé hinh hoc Ldébasepxki dugc
tné hién trong toan thé. Ngudi ta khdng thé tim dwoc
mét mdit nhu viy, va mii dén sau nay (1gor) Hiwnbe
m&i chirng minh dwoc ring né khoéng ton tai. Tuy viy,
nhw sau nay s3 thiy, Phélix Kl¢in d3 tim dwegc cho hinh
hoc L.dbasepxki médt md hinh xa idnh va do &6 di khang
dinh sy khdéng mau thuin ctia né.

10. Hinh hoc Ldbasepxki (con goi la hinh hoc hypec-
bolic) khéng phii 12 mét hinh hoc phi O'clit duy nhit,

Nim 1854 trong luin vin « V& nhitng gid thuyét thudc
co s& ctia hinh hocy», nha bac hoc thién tat Riman &3 xay
dwng nhiéu thd& hinh hoc phi O'clit khic nhau vé sau
duwoc goi chung 1A hinh hoc Riman. :

Becgac Riman (z826-1866) sinh d4ing vao nam ma tai
Truwdong Pai hoc Kadan, Lébasepxki doc bao cao khai sinh
cho mdén hinh } ¢c hypecbdlic. Riman 1la m$t con ngudi,
ma nhitng céng hién ctia minh d3i c¢é nhitng anh huwdng
quan trong t&i toan bd sy phar trién ctia todn_hive. Ong
13 con ctia mét linh myc & ndéng thdn, theo hoc & trudng
Pai hoc Ghettinghen; & d6 nam 1851 ong duwoc nhin
bing tién si dén nim 1859 éng trd thanh giio sw. Vi bi
bénh tit, dng phai sang Y séng nhitng ngady cudi ciing va
mait & &6 vao tudi 40, ttong khi con hira hen nhiéu céng
hién quan trong.
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"Trong cudc d&i ngin ngli ctia minh, B. Riman cho céng
bé mot s6 khdng nhidu cac c¢dng trinh toin hoc, nhing
cdng trinh nao cling quan trong, va mdét sé di mé ra-
nhirng pham vi todn hoc hoan toadn m&i va ich loi.

Luin van vé binh hoc néi trén ctia Riman 12 mdt « Bai
giang thir» trirdc hdi ddng khoa hoc dé& tic gid duoc xét
cdng nhin chiéc gido sw. Bai giang dwoc trinh bay rat
gon, bd qua hau hét chirng minh, va chi néu 1€n nhiérag
tw twdng chinh quan trong nhit. Sau khi dng chét, luin
vian d6 méi duogc in ra, do Dédékin cht thich.

Trong tic phim ctia minh, Riman &3 phit trién phuwong
phap ctia Gaux dung d&é nghién ciru cic mit dwa trén
mét dang vi phidn toan phuwong. Theo 6ng, khong gian
hinh hoc I t3p hop cic d6i twong, my mdi trong chiing
duoc xic dinh b&i n s6, tic 1a n toa d6 x,, Xgyeeoy Xn, M1
d61 twrong nhw thé goi 13 diém. S6 n dwoc goi 12 s chiéu
ctia khédng gian. Nhu viy, tip hop cic diém cfia mit
phing 1a mdt khéng gian 3 chiéu, tip hop tit cid cac
dudng thing trong khoéng gian 132 mat khdng gian 4 chiéu.
TAip hop tit cid cic mau sic 13 moét khdng gian 2 chiéu,
vi méi mét mau dau dwoc pha tir ba mau co ban theo
nhitng ty 1€ khic nhau, bé&i viy néu biét hai ty 1€ nao do6
(thi c6 nhién biét ty 1& thir 3) thi mau s& dwoc hoan toan
xac dinh. '

Vé&i v nghia &6, «khéng gian» 12 mdt khai niém md
rédng ctia khai niém khéng gian mi chdng ta vin hiéu-
theo cach théng thuwong.

Bay gid gia st trong khéng gian n chiéu cho hai diém
gan nhau v6 ciang (x;, X, ..., Xp) va (x; + dx,, x, + dx,,
eersy Xa + dxp). Riman dinh’nghia m&t métric cia khéng

I
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gian dé bing cich dinh nghia phin tlr tuyén tinh ds cfia
né bdi coéng thirc:

ds2 = F gi} dx; d.XjA R
trong d6 vé phii 13 mdét dang toin phuwong ctia dxj, cic
gi5 1a nhtag ham ctia cdc toa dd x;, Xa, ..., Xp.

Khi d3i cho dang toan phuong (hay cdn goi 13 dang
co ban), hinh hoc ctia khéng gian tuong (rng s€ hoin toin
xac dinh, (ciing giéng nhu khi 43 cho dang toan phuwong
co’ ban thir nhit clia Gaux, thi hinh hoc trén mit duoc
xac dinh), hinh hoc d6 biy gid ta goi 13 hinh hoc Riman.
B&i vi dang cor ban ¢é thé chon nhiéu cich khic nhau,
cho nén trong cung mét khdng gian, ta cé thé cé nhiéu
hinn hge khac nhau.

Hinh hoc Oclit n chiéu sé rng véi dang co bin

ds?2 — X dx¥; |

cdn hinh hoc khac déu 1a phi O'clit (trong d6 ¢é hinh hoc
phi O’clit ctia Ldbasepxki).

Nhu vay khii niém hinh heoc phi O'clit duwoc mé réng.
Mic dau Riman khong dit muc dich ctla ludn vin 12 xét
y nghia ctta hinh hoc O’clit va hinh hoc Lbébasepxki trong
hé théng hinh hoc ¢Ba minh, nhwng vé thiwce chit van deé
d6 d3i dwoc gidi quyét.

Riman ciing néu ra trong khdéng gian clia minh moét
dai lwong biéu thi qua cdc hé sé cfia dang co ban va cac
dao ham bic nhat va bic hai cta chung, dai Itvgong 46
duoc goi 1a &6 cong ctia khdng gian tai mot diém theo
mdt phuong hai chiéu. J

Cac khong gian Riman cé dd cong khong d6i (tirc 1a
khéng phu thudc vao diém va vao phuong hai chiéu)
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duwroc chia 1am ba loai : Néu 46 cong khdng ddi 46 bing O
ta dwoc hinh hoc Ovclit. Néu dé cong khong ddi do 1A
. _
k2

n—=2n=3 ta dwgc hinh hoc Ldébasepxki — Bbia) trong
d6 k 12 hing sb6 dic trung cho khdéng gian 46 dwoc
Lbébasepxki, Bdia va Gaux tim ra bang nhitng con dudng
khic. Cubdi cing néu dd cong khéng dbi dé Ia ; , ta
dwoc hinh hoc Riman nghia hep hay 1a hinh heoc eliptic
(khi n = 2 hinh hoc nay vé bin chit tring vé&i hinh hoc
trén mit cau).

——

ta cé hinh hoc hypecbédlic ttrong trudng hc_)'p'

Vio khodng nim 1870 tu tudbng vi phuong phip cia
Riman 43 duogc nhiéu nhi toan hoc tré ctia thé hé méoi
nghién ciru va phat trién. Chiang han 1y thuyét vé dang
vi phin toan phuong l1a d6i twong nghién ciru trong cic
cong trinh ctita hai nha toidn hoc Phc E .V .Krixtdphen
(829 — 1900) va R . Lipsit (1832 — 1g903). Lin diu tién
ta thiy néu ra «Ky hiéu Krixtdphen». Cic két qud ciia
ho két hop v&i ly thuyét thédng s6 vi phin clia Bentrami
dugc G . Risi— Cudcbaxtrd (1833 — 1925) s&¢ dung dé
xdy dyng phép tinh vi phin tuyét d6i (1884). Pé 13 md1
ky hiéu bit bién méi, ban diu dug¢c xiy dyng dé duang
trong ly thuyét bién &di cac phuong trinh dao ham riéng,
nhirng sau ndy ciing 4p dung rit thuin tién cho ly thuyét
bién ddi cic dang vi phin toan phuong.

Trong tay Risi va mdt sé hoc trd ctia éng, dic bjét 12
Lévi— Sivita (1873 — 1971), phép tinh vi phin tuyét 46
&3 phat trién manh v3 trd thinh cii mia ngly niy ta go.
12 phép tinh tenxo.
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11. Trong sir phat trién cla toin hoc ludn ludn xiy ra
hai qua trinh c6 vé d&6i lap nhau. Mdt mit toan hoc
cang ngiay cang dwoc phin thanh nhiéu mdn hoc va duoc
nghién ciru ngay cang siu. Suw chuyén mdén héa d6 lam
cho mét nha toidn h¢c, dau uyén tham dén diu, ciing
chi nim dwoc mdt sé nganh nao d6 ma thdi. Mit khic
ciing ludn ludn x3dy ra cic @ﬁé trinh két h¢p nhirng
nganh toin hoc khic nhau, dé dwa dén nhitng thanh
ty'u 1&n. -

Vio cubi thé ky XIX ciing &3 xulit hién mdt s két
hop giita !y thuyét nhém va 1y thuyét hinh hoc Kiman
dir5c trinh bay trong cic cbdng trinh chtt yéu ctia Ph.Kléin
va X. L.i.

Phélix Kléin (1849 — 1925) 13 phu gido ciia Plucke &
Bon vao cudi nhitng nim thir 60, & diy 6ng nghién ciru
hinh hoc. Nim 1870 8ng sang Pari va gip mét ngudi
Na uy 1a Xéphux Li (1842 — 1899), 1&n hon éng 7 tudi
nhung mé&i chi bit dau quan tdm dén toan hoc ciach dé
khoéng 1iu. Hai ngudi thanh nién nay dwoc tiép xtc
vdi cic nha todn hoc Phip & trudng Bich Khoa wva
nghiéa ciru nhitng tic phim cfia ho. Trong s6 nhitng
ngudi lam viéc & trudng Bich khoa ¢é nhia toan hoc
C.Gioocding (1838 — 1g922). Vio nim d6 Gioocding viét
« Nghién ciru vé, phép thé», mdt cubdn sich vé ly thuyét
phuwong trinh Galoa. Tir d6 Kléin va Li bidt diau nhin
thirtc duoc y nghia co ban ctia ly thuyét nhém, va vé
sau mdi ngudi di theo mdi huwéng khic nhau: Kléin
vé cac nhdém r&i rac, ¢dn Li thi vé cic nhém lién tyc.

Nam 1872, Kléin tr& thanh gido suw & Trudng das
hoc Eclanghen, sau khi trinh bay mdt bai giang, bay gid
duoc goi 1a « Chuong trinh Eclanghen ». Theo chuong
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trinh a6, hinh hoc dwoc dinh nghia nhw 13 1y thuyeét
vé cic bit bién clia mdt nhém bién ddi nio d46. Bing
cich mé& réng hay thu hep nhdém bién &bi, ta co the
chuyén tir mét dang hinh hoc nay sang mdt dang hinh
hoc khic. Hinh hoc clit nghién ciru cic bit bién clia
nhém dé&i, hinh hoc xa Anh nghién c@u nhirng bit bién
ctia nhém cic phép bién gbi xa anh. Sw phan loai cic
nhém bién &di s& cho ta mdt sy phin loai hinh hoc, va
1y thuyét vé cac bat bién dai s6 va vi phan ctia méi moét
nhém s€& cho ta mdt ciu triac gidi tich cta hinh hoc
twrong rng. Sau nhitng cédng trinh ctia Lobasepxki, Bbia
va Riman hé théng hinh hoc ctia Kléin 14 mdt cii moc
quan trong trong viéc nhan thirc thirc chat ctia hinh hoc.

Mot cong hién quan trong ctta Kléin trong tic phim
no: trén la viéc xay dyung mdt md hinh xa anh cho hinh
hoc hypecbdlic. Kléin di tim thiy goi v vé cbng trinh
do6, trong tic phiam ctia nhia toin hoc Anh Acto Keli
(821 — 189g5) Keli di chirng minh rang néu cho trudc
mot giao tuyén codnic, thi tip hop cac phép bién dbi
xa anh gilt nguyén cdnic d93 s& lam thanh mét nhdém
(gol 1a nhém Keli).

Kléin di xét cac diém nam trong mot duwdng elip xem
nhw 1a mét khong gian hinh hgc (2 chiéu) trong dé nhém
Keli d6i véi elip 13 nhém bién dbi ctia khéng gian d6.
Két qua ta s€ thu dwoc hinh hoc hypecbalic.

Trong md hinh ndi trén, d&iéin nhuw di ndi 1 nhing
diém nim trong elip, cén dudng thing la nhitng gidy
cung cta elip. P4 dai ctia doan thang dwoc dinh nghia
sao cho né 1a bat bién ctia nhém Keli. |

C6 nhién, bing cich xét mdt mit elipxdit, ta cé6 thé
xdy dirng mét moé hinh ctia hinh hgc hypecbdlic 3 chiéu.
Pén diy, vin dé phi mau thuin ctia hinh hoc hypecbblic
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d3i dugc gidi quyét. Mbi mdt miu thuin (néu cd) cta
hinh hoc d6 lip tirc s€ dwa dén mdt miu thuin ctia
hinh hoc O’clit. Nhwr viy néu hinh hoc O'clit phi maiu
thuin thi hinh hoc lhiypecbdlic ciing vay. Vé sau twr
twdong nay ctia Kléin déng mdt vai trd co bin trong
phuwong phip tién dé ctia Hinbe.

Codn vé X. Li thi sau khi tr& lai Na uy, dng 1a gido
sww & Crixchian vi sau d6 tir nim 1886 &én 1898 déng
giang day todn hoc & Laixich. Ci cudc doi ctta Li danh
cho viéc nghién ciru mdt cich ¢é hé théng cic nhdédm
bién ddi lién tuc va nhi¥tng bit bién cfia ching, chi ra
gid tri co ban ctia chiing d8i v&i s phin loai trong hinh
hoc, co hoc, trong ly thuyét phuwong trinh vi phin
thirdng va phwrong trinh dao ham riéng. |

Li &3 cho phwong phip tdng quit dé tim ra tit ci
nhitng bit bién cfia mét nhém hiru han cic phép bién
ddi lién tuc, nhung doéng théi ciing chirng 6 ring trong
khéng gian ba chidu chi cé ba nhém khic nhau, nhin
mdt dang vi phin tojn phuong xic dinh duong lam bat
bién. Ba nhém d6 &ng véi ba loai khéng gian Riman
cd d6 cong 1a hing sé.

Sau cac cdng trinh ctia Kléin vi Li, cdc nh'l Linh hoc
tip trung nghién cfru ciac khong gian cé &6 cdng 1a hing
s6. Can phdi mé& réng cic tinh chit d3i biét d61 véi
khéng gian ba chiéu cho nhitng khéng gian n chiéu. Tuy
viy vin d& d6 ciing di nhanh chéng hoan thanh va
khéng gian ¢4 d¢ cong 1a hing sé6 dugoc phit trién mdt
cich rdéng rdi. Cic bai toan duwoc dit ra hiau nhuw dJdéu
gidi quyét hét, va do &6 Bianki (1856—1928) chi cén
viéc tdng két va hé thdng héa lai trong tic phim « Cic
b2i giing vé hinh hoc vi phidn» (18g94). Tic phim dé
ciing v&i« Ly thuyét tdng quit ctta cdc mit» ctia
G. Pacbu (1842 —1917) diroc xem nhw 1A nhitng sw
trinh bdy cd dién ctia hinh hoc vi phin & thé ky XIX.
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Chwong IX

VAI NET VE HINH HOC VAO NHUNG NAM
"PAU CUA THE KY XX

1. Ciing nhir todn hoc néi chung, hinh hoc thé ki XX
1A md&t mdédn khoa hoc da dang, phong pht vé ndi dung
vi phwong phdp nghién cru. Nhitng tuw tudng 1&n xuit
hién trong hinh hoc vao cubi thé ky trudc d3 dé ra
nhitng vin dé nghién ci'u quan trong cho thé hé méi
cac nha todn hoc. Nhitng tu tudng dé duwwgce hoan thién,
bd sung va pbhat trién, dwa dén nhéng két qui xuit sic.
R3S rang 12 hién nay, viéc md td va phan tich sy phit
trién ctia hinh hoc ctia thé k¥ nay 13 mdt cdng viéc kho
khin, va c6 1€ chuwa nén lam.

Tuy viy chiang ta khdng nén dirng lai & cubi thé k¥
XIX, b&i vi ngiy 1-1-1g01 khoéng phii 12 mdt cidi mdc
déng mdt vai trd quan trong gi trong lich sir phat trién
ctia hinh hoc. Viéc phin chia qua trinh phat trién cta
toin hoc theo tirng thé k¥, nhw trong cudn sich nay di
1dam, chi c6t d& nhim thuin tién cho viéc trinh bay
ma thd:.

Vi nhitng 1& d6, chting tdi viét thém mdt chwong ngan
cé tinh chit bd sung, nhim trinh bay mdt s6 van dé cé
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lién quan t&i nhitng didu 43 néi vao cubi thé k¥ trude.
PS 12 cdc vin dé vé co s& Hinh hoc, md diu vé Topd
hoc, va mdt s van d&& khac.

2. Vé nhkitng vin d&é thudc co s& Hinh hoc, truédc
hét chiing ta s& gip tén tudi ctta nhi toan hoc vi dai
Pavit Hinbe (1862—1943), nguwdi ma sau khi Poingcaré
mait, di dirng vao hang d&3du trong d4i ngii cic nhi toin
hoc thé gidi. P.Hinbe sinh ra, 1&n 1én, va hoco tip tai
thanh phd Réningxbec (bidy gi&» la Caliningrat). Sau khi
bdo vé luin an nam 1885, dng trdé thanh phd gido sw
(tir 1886—1892) rdi gido swr (1895) tai trudng dai hoc
ctia thanh phdé d4é. Tir nim 1896 dén khi mit, éng la
gido sur chia Trudng Pai hoc ndi tiéng Ghettinghen.

Hinbe di cbéng hién nhiéu phit minh quan trong
trong nhiéu linh vuc khdc nhau nhu dai s6, ly thuyét
s6, giai tick hinh hoc, 18gic toidn, vit ly 1y thuyéc.

Ong khéng chi sing tao ra nhiédu ly thuyét chung
quan trong, ma ddng thdi cdn gidi quyét nhiéu biai todn
cy thé. Ching han trong hinh hoc vi phan éng d3 chirng
minh mdt dinh ly khé va bit ngd. Trong khéng gian
ba chiéu, moi mit cé d6 cong idm hing s6 d&u cé
diém ki di.

Thién tai toan hoc ctia dng thim chi cén in diu vdo
ca nhitng linh vic mi ong khéng he nghlen ciru, nhuw
tdpd dai cwrong chidng han.

Nim 1899 xuit hién cudén « Cic co s& hinh hoc» ctia
Hinbe. Cbéng trinh hét si*c tinl: té d&6 d3 tiép tuc va
hoan "thién nhitrng vin dé tién dé cua hinh hoc trong
thé ky XIX va md ra mét chuong méi trong lich sir
cia phuwong phip tién dé. Hinbe khoéng pht nhin co
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s& thuc tién cha cdc tién @€, nhwng 6ng ddi hdi ching
phai duoc dién dat nhw 13 mét co s& ctia ly thuyét, va
khéng cho phép mdt tryc gidc nio xen vao qui trinh
chirng minh cic dinh 1y tir ciac tién dé d6. B&i viy ma
bin chit ctia cdc d81 twong ctia ly thuyét khéng mang
mét ndi dung cuy thé nido. Cic d6itwrong dwoc hiéu nhw
thé nio ciing dwoc, mién 13 chdng thdéa min hé tién dé
‘33 néu ra. Vi viy, Hinbe d3i m& diu cudn sich cua
minh bing ciu: « Chang ta hiy hinh dung ba hé théng
d8i twong, ma chuang ta sé& goi 1a diém, dudng thing,
mit phing», cdn trong liic chuyén trd, dng vin thurdng
néi dua ring trong hinh hoc, thay cho diém, dudng
thing, mit phing ta c¢é thé néi vé cii ban, cii ghé va
nhitng céc bia.

Nhuw ta d3 biét, O'clit cling dinh xay ding hinh hoc
bing phuong phip tién dé. Nhitng sé cic dinh d& va
tién &€ ctia dngnéu ra qui it, khoéng dtt dé lam co s&
cho hinh boc, b&i viy trong nhiéu chirng minh ctia
minh dng khdng thé trinh khdi vin dung dén trwc giic.

Trong lan xuit bin diu tién cha «Co s& hinh hoc .
Hinbe d3i néu ra mét hé tién dé day dh, bao gém s
nhém déng thdi 6ng tién hanh nghién c*u méi quan
hé ctta cac nhdém dé, vai trd cfia mdt sé cac tién 12, va
nhitng vin dé khic nitra nhu: sy phi miu thulin, sw
diy dti ctia hé tién dé, va suw d6c lip cfia mdt tién dé
nao @6 d6i v&i cic tién dé con lai. M6t phan quan trong
cllta cic cdng trinh nghién ciru hinh hoc trong thé kv
niy nhim soi sing cic van dé deé.

Cin néi thém vai 1&i vé sy phat trién ctia phuong
phip tién dé : cic quy tic suy dién dung dé chirng
minh cic dinh 1y thuwdng duwoc hidu ngam, ma khébng
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phit biéu mét cich chinh xiat duwéi dang toin hoc. D6
14 mdét thir 18gic duirgc thira nhian réng rii. Hinh thdac
héa nhitng quy lic suy dién &6 va biéu thi ching dwéi
dang cac thuidt toin i mét vin dé thudc pham vi légic
toin, cdn viéc chi ra mdt cach r3 rang cic quy tic d6
13 mét phin hop thanh cta phuong phip tién dé. Hinbe
1A mdét trong nhitng nhi toin hoc d3 lam cho phwong
phip tién &¢ phit trién dén mdt trinh 46 cao.

3. Mt trong nhitng nganh hoc mé&i xuit hién vao
diu thé ky XX 13 t6pd hoc. Ciing nhu nhiéu nganh
todn hoc hién dai khic, t6pd hoc bit ngudn tir nhiing
tir tuwdng ctia nhi toian hoc thién tiai Riman.

Thyc viy, chinh Riman 13 nguwdi diu tién néu ra
khai niém khéng gian t6pd, néu ra nhitng vin de cta
mét 1y thuyét ddc lip vé cic khdédng gian nhue viy. Ong
cdn xac dinh nhitng bit bién (cidc s6 betii) déng vai
trd cwc k¥ quan trong trong sw phéat trién clia tépd
hoc, va cling &3 néu lén nhitng ‘rng dung dau tién vao
gidi tich todn hoc (tinh chu ky ctia cic tich phin aben).

Néu theo soo d8 hinh hoc cua Kléin, thi ta cé thé
dinh nghia t6pd hoc 13 khoa hoc nghién ctru nhirng bit
bién ctfita nhém cidc phép ddng phdi (12 nhitng phép bién
ddi lién tyc, ma phép nguwoc lai cia né ciing lién tuc),
cic bit bién nhu viy goi la bait bién t6pd, hay tinh
chiat t6pb.

Nhitng tinh chat tép6 niy sinh tir médét pham vi todn
hoc ¢6 vé nhuw rit xa véi hinh hoc: ly thuyét ham bién
phirc. P61 vé&i cic ham nhuy viy, Riman d3 xiy dung
nhitng mit (sau nay goi 13 dién Riman), ma vé thuc
chit chi cian quan tim dén cic tinh chat t6pd ctia ching
m3 thoi.
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Nhur vidy 12 t6pd hoc di duoc bit diu nghién ciu
tir nira sau ctia thé ky XIX. Tuy nhién ¢é chi thuc sw
trd thinh mét sy d6c lip tir sau cdng trinh ndi tiéng

ctia nha toin hoc Phip lirng danh H. Poingcaré (18s54-
" 1912) gido sur Truwrdng Pai hoc Xoocbon tir nim 1881
dén rgra. Poingcaré 1a mét nha bic hoc, ma khéng mdt
nha toin hoc nao ctia thé ky XIX — trir Riman —cdé thé
sianh kip vé nhing di sin quy biu mi éng d& lai cho
todn hoc ctta thé ky XX. Nhitng nghién chu vée tdpd
ctia dng dwere xuit ban trong tic phim « Gidi tich vé
vi tri» (Analysis situs) va nim tip «B8 sung» vao tac
pham d6 (189s5-1904). Trong tip «BS sung» thr 5, dng
viét « td6i d3 c6 nhiéu dip nghién ciru vé Analysis situs...
Biy gid toi trd lai vin dé d6 mo6t 1dn nita véi ldng tin
ring né chi c6 thé gidi quyét dén cting nhd moét swr c6
gidng nd Iwc lién tuc, va né xtrng ding véi mdt sur cbd
ging nhu viy .. Trong tic phim cfia minh Poingcaré &3
néu 1én mdt phuwong phiap dé nghién clru cic da tap tdpd,
d6 1a phuwong phdp phan hoach tam giic va phin hoach
don hinh. B&1 viy, huéng nghién ciru nay ctia Poidngcaré
thuong duwoc goi 12 t6pd td hop. Nhd phwong phap rat
hiéu luc ndéi trén, vé sau cic nhi todn hoc di tién hanh
nghién ciru mdt cidch cé hé thdng cic da tap tdpd cd s0
chiéu 2, 3 va 1&n hon.

Cé thé ndi ring toépd td hop ctia Poingcaré la tién thin
clia mén tdépd dai s6 hién dai ngldy nay, bdi vi tuy vao
thoi ky ndy, cdc vin dé ctia t6pd duwoc lién hé véi 1y thuyét
cic ham &ai s6 va tich phin, nhung thyc chit 13 in niu
mot mdi lién hé véi dai s6. Méi lién hé d6 chi thuc sw
tré nén rd rang vao nhirng nim thd hai muoi khi ma mon
dai s& bwdc vio mdt thei ky méi, chuyén tir « khoa hoc
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- vé gidi cdc phwong trinh dai s6 » sang dai s « triru twong »
hay «hién dai », mi d8i twong 13 cic ciu triic dai s6 nhuw
nhém, vanh, trudong ...

Mbdn dai s6 mé&i d3 cho ta mdt cdbng cu rit hiéu luc
dé nghién ciru cic khdng gian tépd. N6 cho phép ta tim
thiy ban chitr dai s& ctia nhitng quan hé hinh hoc, cling
- nhw cho phép md rébng cac két qua trudc diy bi han ché
- mdt cich khdng thuc chit. C6 thé liy thi du 13 viéc chuyén
tir tdng cidc don hinh véi hé sé nguyén sang tdng véi
cdc hé s6 thudc mdt vanh tiy y (t&rc la nhém dong digu
duoc xét mdt cich tdng quat hon, vé&i hé s6 tuy y) d3
cho phép phat biéu dinh 1y d6i ngdu mét cach tdng quat hon.

Phwong phip cta tépd dai s6, ndi mdt cich thd so, la
vViéc c_:huyé":n pham tra ctita cidc khdng gian tdpd sang pham
trit ctta cdc nhém, via do d6 mdt bai toan vé tdpd s€ trd
nén mot bai todn vé ly thuyét n:ém. Hién nay, tdpd dai
s 13 mét trong nhitng nginh toin hoc quan trong va hién
dai nhit; né dat dwoc nhidu két qud ryec r& va cling tim
thiy nhiéu (ng dung trong nhirng nganh hoc khac.

Mét phwong hwéng khic dé nghién clru tépd thurdng
duwoc goi 1a tdpd — 1y thuyér tip hop, hoic 1a tdépd dai
cirong; né nghién céru ly thuyét chung ctia cic khéng gian
tdpd tdng quit, dua vao nhitng thanh tuwu vé ly thuyét
tip hop ctia Cingto.

Khii niém co ban ctta tdpd hoc la khai niém lién tuc
(phép ddng phdi dwec dinh nghia nhd khii niém nay).
Trong thé ky XIX, khii niém dé dureoc nghién ciru mdt
cdch siu sic trong cic cdng trinh ctia Cdsi, Bonzand, Aben.
- Tuy viy khii niém lién tuc thudong duoc xét trong mot
khdng gian métric, tic la khdéng gian ma trong dd c¢d cdach
do khoang cach giitra hai diém, trong lic 46 d6i v&i
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khéng gian tépd, métric khéng phii 12 bit bién. B&i viy,
can phai néu 1&n mét dinh nghia clta khéng gian t6pd, va
phép bién d&5i lién tyc ctia chiing, sao cho khéng can phai
str dung khai niém maétric. , ’

Haoxdooc d3 gidi quyét van d& d6. Ong dwa ra mot dinh
nghia ctia khéng gian té6pd bing phuwong phdp tién dé,
trong &6 khai niém co ban 13 khai niém «l3n cin» (cling
can phii néi ring, khii niém «14n cdn» 13n dau tién dwoc
Hinbe néu ra trong « Co s& hinh hoc», va theo 1o1 ong,
nd phaila «khii niém co ban && xiy dung Analysis Situs»).
T mot s6 it cac tién dé (d6i véi khodng gian tdpd tdng
qudt. SO cic tién dé chi c¢é 4). Haoxdooc xiy dung
(trén nhitng nét 1&n) mdt ly thuyét chung ctia cac khong
gian topd.

Cé thé nédi ring cdng trinh ctia Haoxdooc 12 xuit phat
diém ctia moi nghién ctfru sau nay vé tépd dai cuong.

4.. Trong nhitng niim 1915 1916, thuyét twong d6i clia
Anhxtanh ra 461 va dia 1dm mdét cudc cich mang thuyc sy
trong vat 1y vid cé adnn huédng siu sic t&i hinh hoc.

Trong khi xiy dung ly thuyét trong d6i tdng quit,
Annxtanh di dwa hinh hoc vi phan Riman vao vit ly biang

cich dung phép tinh tenxo. Nhw di biét, phép tinh tenxo |
da dugc nghién cru tir thé ky XIX bdi cidc nha toidn hoc

Risi-Cubcbaxtrd va Lévi Sivita, nhuwng chi ¢é Anhxtanh

méi 1am cho né trd nén phd bién rdug rai va phéit trién.

Tir &6, cic nha todn hoc cang chti ¥ nhiéu hon vao viéc
nghién ciru cic da tap Riman ho3ic 14 « trong chinh né »,
hojc bing cich nhiing né trong khdng gian COclit.

Nhw viy la diu bit mdt ckwong mé&i rit phong phi
trong lich st phit trién ctia hinh hoc. Lévi-Sivita 43 dwa
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viao hinh hoc Riman mét khai niém riat don gidn nhung
quan trong : khii niém chuyén d&i song song. Nhd khai
niém do, trong khéng gian Riman cé thé néi vé viéc chuyén
doi mot vecto tir mot didm nay t&i mot diém khac doc
theo mdt cung. Fuy nhién khic vé&i khéng gian Oclit, két
qud ctia sw chuyén d&i néi chung phu thudc vao duong
cong. Lévi-Sivita &3 chirng minh mét két quid rit hay :
Tai mot diém M trong khéng gian Riman ta xét mdt phan
tir hai chiéu va mé6t dudng kin dit nhd trong phan tir hai
chiéu d8, bao chung quanh M. Khi d4, néu d¢ 13 4§ 1éch
ctia vecto khi chuyén d&i quanh dudng cong, cdn dg l1a
dién tich gi&i han b&i duong cong kin, thi de¢ = kd§, k
ia 46 cong cha khéng gian tai diem M theo phuong hai
chiéu ctta phin tir ndi trén. Nhw vy ta c¢é mdt cach gidi
thich v nghia hinn hoc d6 cong.

Phit trién nhivng két qua ctia Lévi-Sivita, Hecman Viy
(1885-1955) d3 xiy dung khéng gian Riman xuit phat

tir cic phép chuyén d&i song song. Két qua dwra dén hinh

hoc afin Riman, hoic con goi 13 hinh hoc ctia lién thong
afin. Theo cach xiy dung ctta Hecman Viy thi hinh hoc
métric Riman s3i trd thanh mét trudng hop dic biét citia
hinh hoc afin Riman gidng hét nhw 12 hinh hgc O'clit 1a
moét trudong hop dic biét ¢tia hinh hoc afin vay.

Phép tinh tenxo va nhitng trng dung ctia nd dugc phat
trién rong rii trong cic trudng phai toin hoc & Ha lan,
Maxcova va My. Péng gop Iédn lao trong pham vi d6 la
nhitng cbéng trinh ctia Eli Cacting (1869-1951). Ong di néu
1én khai niém vé nhom holéondm va trén co s& d6 tién
hanh mdt cidc phin loai hinh hoc, bao gom hinh he¢c ctia
Kléin va hinh hoc Riman nhu 13 mdt trudong hop dic biét.
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